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Prólogo 


El prosonte libro es la primera parte de nuestra obra «Matemáticas 
Superiores». En él se exponen las cuestiones principales do la teoría 
de los determinantes, los elementos de la teoría de matrices, teoría 
de sistemas de ecuaciones lineales, álgebra vectorial. También se 
estudian los. temas fundamentales del álgobra lineal: operadores 
lineales, transformacionos ortogonalos, operadores autoconjugados 
(hormíticos), forma cuadrática y su reducción a la forma canónica. 

Se incluyen los elementos de geometría analítica: la recta, el 
plano, la recta en ol espacio y las curvas y superficies do sogundo 
orden, 

Por regla general, los razonamientos van acompañados do de- 
mostraciones complotas. No obstante, la exposición se hace de tal 
modo que puedan ser omitidas las demostraciones del caso general 
m-dimensional, conservando no sólo los enunciados de los teoremas 
sino también la explicación detallada de lo que ocurre en cada caso 
para dos o tros dimensiones. 

Las formas canónicas de las curvas y superficies de segundo orden 
so exponen muy abreviadamente, ya que se supone que en adelante 
éstas so ostudiarán complemontariamonte como problemas por los 
métodos del análisis matemático. La forma cuadrática so estudia 
por los métodos del análisis matemático o, mejor dicho, por los mé- 
todos dol análisis funcional. 

Aunque a oste libro lo llamamos primero de nuestra serie, en 
roalidad, el material dol mismo y el dol segundo libro (dedicado al 
cálculo diferencial e integral) tienen una estrecha conexión. Es bien 
sabido el orden en que se dobe presontar el material contenido en 
ambos. 

El libro abarca todas las cuestiones que comprenden los programas 
de los centros de enseñanza técnica superior (con un volumen de 
400—500 horas lectivas). 


$ 1. Determinantes de segundo 
orden 


Sean dados los números a, as, 5,, b, (reales o complejos). Estos deter- 
minan vn número a,b, — 4,b,, que se Nama determinante de segundo 
orden y se escribe así: 


(E -i o 


Los números 4, as, bj, bs so llaman elementos del determinante. Eu el 
determinante (1) se distinguen la primera fila a,, a; y la segunda fila 
Ùi La la primera columna a,, by y la segunda columna as, de. 

Fícilmonte so comprueban las siguientes propiedades del determi- 
nante. 

El valor del determinante 

a) no voría al sustituir las filas por las columnas correspondientes: 


a auj 8. 
by bel laz bal’ 
b) cambia su signo al permutar las filas (o las columnas): 
a slo 2l fs ml, COSE 
bi dalla, aal? lo, bl lo b 


o) queda multiplicado por k si se multiplican los elementos de una 
fila o columna por k (real o complejo). Por ejemplo: 
ka, b |- pja ù 
ka, dy a, dal 
o sea, el factor común a todos los elementos de una fila o una columna se 
puede sacar como factor fuera del determinante; 


d) es igual a cero si los elementos de alguna fila o columna son 
iguales a cero. Por ejemplo: 


i o 

a ba 

e) es igual a cero si los elementos de dos filas o dos columnas son 
respectivamente iguales 

% 0 

a a 


0b,—06,=0, 


=4,0,—0,0,=0. 


$ 2. Determinantes do tercero y n-ósimo orden y 


A continuación se introducen los determinantes de tercero y, 
en general, de n-ésimo orden. Para éstos se conservan las propiedades 
a). b). c). d) y e). 


$ 2. Determinantes de tercero 
y n-ésimo orden 


2.1. Determinantes de tercer orden 

El número 
A = ayaga + Mlin + Arata — Ogg, — 

— Orslgalas — tnts (1) 
expresado en la forma 
Gn O a 
lay an a 
Gn as as 
donde ap; son nnos números (reales o complejos), so lama determi- 
nante de tercer orden. 

En el determinante (2) se distinguen la primera, segunda y tercera 
filas, así como la primera, segunda y tercera columnas. El número 
an, se Hama elemento del determinante; el primer subíndico k denota 
el número de orden de la fila, mientras que el segundo subíndico 1, 
el número de orden de la columna. También diremos que el elemento 
41 está situado en la intersección de la k-ésima fila y Lésima colum 
Los elementos ay, Gap, 233 forman la diagonal principal del determi- 
nante, y los olementos 23, dss, An, la diagonal secundaria, 

La estructura de la expresión (1) es bastanto sencilla, Representa 
un número que se calcula según los elementos ap; de ac 
clara regla (de Sarrus) siguiente: 
formemos la tabla (de Sarrus) 
obtenida por los elomentos del de- 
terminante (2) añadiendo la pri- 
mera y segunda columnas del de- 
terminante (fig. 1). Vemos que hay 
que tomar todos los productos 
posibles do los elementos borrados 
por las rectas; los tres productos Fig. 1 
correspondientes a las rectas para- T 
lelas a la diagonal principal se toman con el signo más, mientras que 
los otros tres productos correspondientes a Jas rectas paralelas a la 
diagonal secundaria se Ioman con ol signo menos. 


A , (2) 
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Cada uno de los productos junto con el signo señalado se llama 
término del determinante (2). Entre los elementos que figuran en un 
producto hay representantes de cada una de las filas y de cada una. 
de las columnas. Estos elomentos pueden colocarse en cada uno de 
los términos en orden de crecimiento del primer subíndice, o sea, 
de los números de orden de las filas a Jas que pertenecen, Precisa- 
mente esto se ha hecho en la suma (1). En lo que se refiore a Jos subín- 


dicos de las columnas a las que pertenecen estos elementos, su ordena- 
ción viene dada a continuación: 


123, 
EES (a) 
$12 
32 
13 
24 


1, 
2, 10) 
2. 
Estas son todas las permutaciones posibles de los números 1, 2, 3 
La pormutación 


1,23 6) 
so llama principal. 

Se dico que en una pormutación so ha efoctuado una transposición 
de dos elementos determinados, si ostos elementos han sido intorcam- 
biados de sitio. Después de una transposición la permutación se con- 
vierte en otra permutación. A su vez, en osta última se puedo hacer 
una transposición, obteniéndose una tercera permutación (no se 0x- 
eluye que resulto la primera). Por ojomplo, la permutación 


8,24 (6) 


so ha obtenido por transposición del primero y tercer clemontos de la 
pormutación (5), y la permutación 


234 m 


por transposición del primero y segundo olomentos de la permutación 
(6). 

O es importante señalar que, si una pormutación so ha obtenido 
de la principal mediante W transposiciones y esta misma permuta- 
ción so ha obtenido de la principal de otro modo mediante M, transpo- 
siciones, ontoncas ambos números M y M, son simultáneamente paros 
o impares. Una permutación de los números 1, 2, 3 so llama par 
(o impar), si se obtiene de la permutación principal mediante un 
número par (impar) de transposiciones. 
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Sea dada una permutación } = (jy, ja, Ja), donde ja, fa, Jy son los 
números 1, 2, 3, tomados en cierto orden. El número de transposiciones 
mediante los cuales se puede obtener esta permutación a partir de la 
permutación principal lo denotaremos por £ (j). Entonces, la permu- 
tación j es par (impar), si £ (f) es un número par (impar). 

Las permutaciones (3) son pares, mientras que las permutaciones 
(4) son impares. 

Después de todo lo dicho, se puede dar otra definición equivalente 
del determinante de 3-er orden. 

Se llama determinante de 3-er orden (2) el número A, igual a la 
suma de todos los productos de la forma (—1)'® a,j, asasi» donde 

Ja, la) tecorro todas las permutaciones posibles de la permu- 
tición principal 4, 2, 3: 


A= (Varona: 


(8) 


Esta definición se generaliza a los determinantes do n-ósimo 
orden. 


2.2, Determinantes de n-éstimo orden 
Se llama determinante de n-ésimo orden y so denota por 


üu + tyn 


(9) 


âm 


ol númoro quo se calcula a partir de unos números dados ayy, (reales 
o complejos) denominados elementos dol determinante, sogún la 
regla siguiente: A es la suma 


A HD oinaz ++ ann 


extendida a to: las pormutaciones distintas posibles j = 
= (js > - «+ fa) de los númaros 1, 2. El valor de £ (J) es igual 
al nimero de transposiciones que hay que realizar para pasar de la 
permutación principal 1, 2, , n a la permutación j = 
= (jis > > -+ fa). El producto (—1)4P ais, - . - Ang, se ilama término 
del determinante. 

Los determinantes de n-ésimo orden satisfasen las propiedades a), b), 
c), d), e) enunciadas en el párrafo anterior. 

DEMOSTRACION. a) Después de cambiar en el determinante las 
filas por las columnas correspondientes, los números de las filas 
quedarán denotados como ssguados subíndices. Por ejemplo, para el 
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determinante de tercer orden (2), tendremos: 
an ün Ag 
dy da an 
Gis Gas 03 


S aüra + 031032013 + 031012029 — OO: — 


— AyyO 325 — 03011833 = Å 
En el caso general, el término general del nuevo determinante se ex- 
presa asf: 
(YO aiaa «Gn 
Roordenemos los factores del producto ajnas, 
mer subíndice, para lo que tendremos que 
Lolo de) la permutación principal 4, 2. . 
abr que roalizar £ (J) transposiciones. Con ello, la permutación 
principal de los segundos subíndices se transformará en wna cierta 
permutación i = (y... -, dp) y el número £ (i) será de Ja misma pari- 
dad que el número £ (4). Por lo tanto, 


(YO ais a Oj AND Apr, ++ anin 
Fácilmente so observa que a distintas permutaciones ji, ..., jn 
les corresponden distintas permutaciones fy, . . ., in. Pero, entonces 
ZEN an 20m ZO agy -n Ona m A 


b) Intercambiemos, por ejemplo, la primera y tercera filas del 
determinante de tercer orden (2). Entonces obtendremos un deter- 
minante que denotaremos por A’; éste será igual a 


ann según el pri- 
de Ja permutación 
n. Entonces 


Ay Un ly 

A'=jan an 03 => (0D 09,023,017 = ' 
ün an aa 

FINO aa, yo ananem A, 


puesto que la permutación j= (fı, Ja» Ja) se diferencia de la permuta- 
ción j’ = (s, Jus J) en una transposición. > 

Diremos que una fila (o columna) del determinante so ha multi- 
plicado por un número k, si todos los elementos de esta fila (o columna) 
se han multiplicado por k. í 

c) La multiplicación de una fila (o columna) de] determinante por 
un número k se reduce ala multiplicación de todos sus términos por k, 
puesto que cada uno de los términos contiene un elemento de la fila 
(o columna) en cuestión. Pero, entonces, el valor de la suma de Jos 
tórminos queda multiplicado por k. 
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d) Un determinante en el que los elementos de alguna fila o 
columna son iguales a cero, es también igual a cero, puesto que todos 
sus términos, evidentemente, son iguales a cero. 

e) El determinante os igual a cero si tiene dos filas o dos columnas 
respectivamente iguales. Ésto es consecuencia do la propiedad b) 
(4 =-—A, A' = A, do donde A = 0). 

Suprimamos on el determinante de n-ésimo orden (9) la i-ósima 
fila y la k-ósima columna. La expresión restante engendra un deter- 
minante de (n — 1)-ósimo orden Ma, denominado menor del elemento 
a. El valor 


An (— 0 Ma 


se llama complemento algebraico o adjunto del elemento ar. 

PROPIEDAD f). La suma de los productos de los elementos a, de una 
fila (o columna) del determinante por los complementos algebraicos de 
estos elementos es igual al valor del determinante: 


A 2 (10) 


A=2 Gén (k=1, seen) (10) 


Demostromos esta propiedad para los determinantes de torcor 
orden en el caso de la tercera fila. Se tieno 


OA + 03243 t anin 


= yy (419024 — 019822) + Gya (01271 8,1423) +4 y9 (041072 01,091) = An 


La suma (10) so llama desarrollo del determinante por los elementos 
de la i-ésima fila, y la suma (10°), desarrollo del determinante por los 
elementos de la k-bsima columna. 

Emmo 1. Si en ol determinante A (véase (9), ayı = ay =... 
s.. = Gn, = 0, ontoncos À = anA, o sea, el cálculo de oste 
determinante se reduce al cálculo de un adjunto del mismo, que es 
un determinante de (n — 1)-ésimo orden. 

mero 2, Si todos los elementos de A, situados debajo (encima) 
do la diagonal principal de A, son iguales a cero (a; =0, si k > l 
(k< D). entonces A = Guts, - Esto se deduce del ejemplo 
anterior. 

PROPIEDAD g) La suma de los productos de los elementos ay, de una 
fila (o columna) del determinante por los adjuntos correspondientes de 
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los elementos de otra fila (o columna) es igual a cero: 


È ent Š cajas =0 aD 
+ «Ms 


En efecto, fijemos nuestra atención en la primera suma. Esta 
no depende de los elementos de la j-ésima fila. Sustituyamos en el 
determinante los elementos de la j-ésima fila por los elementos corres- 
pondientes de la i-ésima fila. Con ello, la suma en cuestión no varía. 
Sin embargo, ésta puede considerarse como el desarrollo del nuevo 
determinante por Jos elementos de la j-ésima fila, y entonces, os igual 
al valor del nuevo determinante, Pero este último es igual a cero 
según la propiedad e), ya q ie dos filas iguales, la ¿-ósima y la 
Jrósima. 

PROPIEDAD h) Sean dados dos determinantes de n-ésimo orden A, y 
As, tales que todas sus filas (o columnas) son iguales salvo una determi- 
nada, La suma de tales determinantes es Igual a un determinante A 
de n-ésimo orden en el que la fila (columna) en cuestión está formada por 
la suma de los elementos correspondientes de esta fila (columna) de los 
determinantes Ay y Az. Por ejemplo: 


209 Oy, n-a (Gin H bain) 
sr [mAs 


(San + nn) 


En efecto, desarrollando los determinantes dados por los elemen- 
tos de la n-ésima columna, obtenemos: 


Ait Bo Y) annlan t È dana S (rn Haan) Amn = A» 
2 à 2 


PROPIEDAD 1) El valor de un determinante no varía si a los elementos 
de una fila (o columna) se les añaden los elementos correspondientes de 
otra fila (columna), multiplicados por un número k. Por ejemplo, 

G +++ Gi, niin + kây 


anil +%-0= lanl, 


Any +++ Gnn 


am + 


Camins 


en virtud de las propiedades h), c) y 9). 
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La aplicación adecuada de esta propiedad reduce el cálculo de 
un determinante al cálculo de otro determinante de orden inferior. 
JEMPLO 3. 


a45 j 4 5J 4 5 
2 3 4j=[0 -5 —9ļ=[0 —5 —9j= 
811) le a al lo -3 —99 
-5 -9_ 5 9 
bire 9 la; 39|75-39-9-3=84. 
EspurLo 4. 
211 (01 0 
| 3 2[=|-5 3 —4J=— 
+11 456 -74 2 


Estero 5. El determinante 
Laa. 


amli i 


lan a 
ongendrado por los números ay, ay, .. ., 27, se Nama determinante 
de Vandermonde *). 
Este determinante es igual a cero si algún par de números a, y ay 
son iguales entre sí. Si todos los ay son distintos, entonces, 
An = (Gn 01) (anmi — 0) «(43 —a1)- 
“(an — a) (07 


“(an Ap) 
«(an —an-1)- 
En efecto, para n=2, 


(12) 


o sea, es válida la fórmula ($2). Supongamos que esta fórmula os 
válida para n = k — 1 y demosiremos que también es válida para 
n = k. Aplicaromos Jas propiedades i) y c) del determinante. Multi- 
pliquemos la (k — 1)-ésima columna del determinante A, por a, 
y restémosla de la k-ésima, multipliquemos Ja (k — 2)-6sima columna 


1) A. T. Vandermonde (1735—4796), matemático francés. 
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también por a, y rostémosla de la (k — 1)ésima, ete.; entonces ob- 
tendremos: 


1.0 o 
1 aa, az(a—ay) 


Am 


1 aa, 60) - 


(6 a) (471 — 


1 a see ajo 
El último determinante también os un determinante de Vandermonde 
de orden (k—1), engendrado por los números az, » » ., 4, por lo cual, 
según la hipótosis, se tiene: 
Asm (a, —a,) (07145) «+» (0301) 
(a, ap) (01147) » + (0305)- 


Así puos, on virtud del método do inducción matemática la fór- 
mula (12) os válida para cualquier n >> 2. 
PROPIEDAD j) Sean 
A= ldul, Aa lanl- 
El producto de dos determinantes de orden n con los elementos brn 
Gnn 45 a su vez un determinante de orden n con los elementos 


mie 2 barin 
o són, 
da=] 2 bran |=4. 
Así puos, ol clomento ya, portenecionto a la k-ósima fila y la 


Lósima columna del determinante A, es igual, como suole decirse, 
al producto de la kzêsima fila del determinante A, por la Lésina columna 
l 


terminante En realidad, esto es la suma de los productos de 
los elomentos di sima fila del determinante A, por los elementos 
correspondientes ima columna del determinante Ay. 


Como en los determinantes A, y A, se pueden cambiar filas por 
columnas resulta, evidentemente, que los elementos ya, del producto 
A también se puede obtener tomando el producto de la k-ésima fila 
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de A, por la Lésima fila de A,, o bien, tomando el producto de 
k-ósima columna de A, por la ¿ésima columna de A,, o finalmente, 
tomando el producto de la k-ósima columna de A, por la Pésima fila 
de Az 


DEMOSTRACION. Comprobemos la propiedad en el caso de deter- 
minantes de segundo orden: 


al do ola a) 


bn da 
Var = batut bin, Paz buta + bizt, 
Var = Oy Bata, Par =D y 2 4 bazo 


donde 


En virtud de las propiodades h), c) y e), so tiene: 


a] uta Dirt bata 
buts bata basta 


+] pura butat byat 
basin Onta baala 


ln b 
= arig] 
ba 
ba b ön b, 
+ antaa p p [7n 0 Hentad Hanan a p 


01102981 — 120218, = 8, (431072 012021) = Ay! 


En el caso goneral de detorminantos de n-ésimo ordon, podomos escribir 


as ml 


= D gorra (VO AmA 
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AL calcular cada uno de los elementos de A podemos tomar cualquier subíndice 
de sumación s foar = Y? anba), pero, para lo que sigue, resulta más cómodo 


E 
tomar para la primera fila de A el subíndice a, para la segunda fila, el svbindice 
Syr Y así sucesivamente. La segunda igualdad So vorifica en virtud de las propio- 


dados h) y c); además, la suma múltiple X) X)... J) se extiende a todas Jas 
TO 


Irl 010 4). 


$3. Matrices 


Una tabla de números ær (reales o complejos) de la forma 


Lan 
+= T (1) 


Cn 


compuesta por m filas y n columnas, so lama matriz. Los números 
auy se llaman elementos de la misma. Esta es una matriz rectangular. 
Si m = n, se llama matriz cuadrada de orden n. 

Una segunda matriz B = |i Bs Il. con los elementos By, com- 
puesta por m filas y n columnas. se considera igual a la matriz A si, 
y sólo si, los elementos correspondientes de ambas matrices son 
iguales (æ; = Pi). En este caso, se escribe A . Una matriz 
If, I| no es un número, es una tabla. Sin embargo, pora una matriz 
cuadrada se puede considerar un número | a;, |, el determinante en- 
gendrado por esta matriz. 

Sen k un número natural no superior a m y a n (k < m, n). Supri- 
mamos en la matriz (1) k columnas y k filas cualesquiera, Los ele- 
mentos ay situados on la intersección de las columnas y filas supri- 
midas forman una matriz cuadrada, la cual engendra un determinante 
de k-ésimo orden. El determinante obtenido se llama determinante 
de k-ésimo orden engendrado por la matriz A. 

Se llama rango de la matriz A al máximo número natural k tal 
para el cual existe un determinante no nulo de k-ésimo orden en- 
genárado por la matriz A (véase $ 4). 
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Si en la matriz A se cambian las filas por las columnas del mismo 
orden, resulta la matriz 


CAN 
«-| ga (2) 
ın +++ Cen 


denominada matriz traspuesta de la matriz A. 
Si en la matriz A se sustituyen sus elementos a; por los complejos 
conjugados, entonces resulta la matriz 


A= -o Sia, 
CIA 


denominada matriz compleja conjugada de A. 
La matriz 
i] 
A eru 


se Mama matriz conjugada de A. 

Si A es una matriz real, o sea, con elementos reales (2,1 = ap), 
entonces, evidontemonto, 

AZ, Am At. 

Las matricos do una misma dimensión, o sea, compuestas por el 
mismo número de filas y columnas, pueden sumarse, So llama suma 
de dos matrices tales A = |ia || y B = || Bi, || la matriz C = 
= |i Yuy || cuyos elementos son iguales a la suma de los elementos co- 
rrespondientes de las matrices A y B: y= ay + fiy. Simbólica- 
mente se escribe así: 


A+B=C. 
Fácilmente se observa que 
ARB=BRA, (A+B)+C=A +4 (B+C). 


Se llama producto de un número ?. por la matriz A (o producto de la 
matriz A por el número 4), la matriz cuyos elementos son iguales 
producto del número ^ por los elementos correspondientes de la 
matriz A. Por lo tanto, AA = AA. 

EJEMPLO, Sean 


ad m1) 


Hallar la matriz 24 + p8. 
2 
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Según la definición de suma de matrices y del producto de una 
matriz por un número, se tiene: 


A 0 2% (on 0 ») 
la Ja 1): 


424 0 pie 
MA = á 
+8 (as Batu Atp, 


$ 4. Sistema de ecuaciones lineales. 
Teoría de Kronecker—Capelli © 


4.1. Sistema de n ecuaciones 
con n incógnicos 
Un sistema ordenado arbitrario de n números (Zj, . - «y za) se Ilama 
vector n-dimensional; lo denotaremos también por una sola letra 
(negrita) a: 


2 (Bis oo e Ta). 
Los números zy (reales o complejos) se llaman componentes del voc- 
tor z. El vector 

o= (0, 0) 


so llama vector nulo. 
Consideremos un sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas 
annt a Y 
(1 


Garth -e Hanat, 


Los números a, (reales o complojos), denominados coeficientes 
del sistema (1) so consideran dados. También se dice que el sistema (1) 
so dotormina por la matriz de sus coeficientes 


ay -> stin 
Aellaill=| - -e e) 
Gnr- -änn 


A continuación nos va a interesar el problema de la resolubilidad 
dol sistoma (1) para cada vector (o sistema de números) 


Y = a ++.» a). 


3) L. Kronecker (1823-1891), matemático alemán, A. Capelli (1855— 
4940), matemático ital 
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Un sistema de números (un vector) 
== (5-01) 


se lama solución del sistema de ecuaciones (1), si los números zy 
satisfacen estas ecuaciones. 


4.2. Fórmulas de Cramer 
TEOREMA 1. Si el determinante del sistema (1) es distinto de cero: 
A= [an 1%0, 

el sistema (1) admite solución única para cualquier vector y; esta solución 
se calcula por las fórmulas de Cramer 

x= MA (=4,.... 2). (3) 
donde A es el determinante que se obtiene del determinante A al sustituir 
en el mismo los números de la j-ésima columna por los números yy, + + » 

- + Uns respectivamente: 


10) 


Por lo tanto, 


ay Ar mt 
E 
donde Ay es el adjunto del elemento a,; en el determinante A. 
DEMOSTRACIÓN. Sea (z, a solución del sistema (1). 
Para hallar la incógnita z, ios la primera ecuación del 
sistema (1) por el adjunto Ay, unda por As, la nésima 
por A», y Sumamos todas las ecuaciones así obtenidas. Entonces, 
teniendo en eventa que 


A, 


aso a e) 


= ad, ann =20 
y que 

È, tAn = zy È ada 2:00 (jA), 
obtenemos 2,8 =â", donde 


Ya Ora 
Yn Gng- -ünn 
Por consiguiente, como según la hipótesis A + 0, resulta x, = AYA. 


a un 


"y G. Cramer (1704—1752), matemático suizo. 
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Ea el caso goneral, para un j arbitrario, multiplicamos la primera 
ecuación del sistema (1) por Ap la segunda por Ay, . . ., la n-ósima 
Por Any, y sumamos estas ecuaciones, de donde, en virtud de las 
propiedades f) y g), obtenemos la igualdad 


zy È tashiy = È, Un 
o sea, 
zj = b, 
siendo 
Ya tyn 


Gn1---än, 4-1 Yn ün, jra» -ünn 


De aquí, como A + 0, se deduce igualdad (3). 

Hemos demostrado que si (z4, tn) es una solución dol sistema 
(4), ontonces los números x) se determinan por las fórmulas (3°). 

Recíprocamente, el conjunto de los números z; = $ CETO 
+». n) es una solución del sistema (1). En efecto, sustituyendo zy 
U =41, ..., n) en el primer miembro de la J-ósima ecuación (d == 
) del sistema (1), en virtud de las propiedades f), g) de los 
ntes, se tiene: 


Sut Y at bm 
des del y A dad 


Por lo tanto, los números (3') verdaderamente forman una solu- 
ción del sistema (1). 


4.3. Sistema homogéneo 

Un sistema de ecuaciones de la forma 

anti + En 0, 
es ) (5) 


am 
se llama homogéneo. Este es un caso particular del sistema (1) para 
M=... = ya = Ô. Está claro que el vector nulo 
2n=0...2z.=0 


satisface el sistema homogéneo (5). Pero puede ocurrir que se satisfa- 
ga el sistema homogéneo (5) por un vector no nulo g = (z1: . . ., Zn), 
O sea, un vector que tenga al menos una componente no nula z; 54 0. 
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Este vector so Ilama entonces solución no trivial del sistema homogéneo 
(5), mientras que el vector nulo se llama solución trivial del mismo. 
"teorema 2. Siel determinante A del sistema homogéneo (5) es distinto 
de cero (A 0), entonces este sistema sólo admite solución trivial. 
En efecto, en virtud de la propiedad d), todos los determinantes 
A = 0 (véase (0), po lo cual, en virtud do Jas igualdades (3), 
z;=0 0 =1,. n). 
Y goma a. Si el sistema de ecuaciones (5) tiene solución no trivial, 
entonces su determinante A necesariamente es igual a cero (A = 0). 
En efecto, si fuese A £ 0, entonces, según ol teorema 2, el sistema 
(5) sólo tendría solución trivi: 
Antes habíamos estudiado el sistema lineal (1) en ol caso en que 
su determinante A y Ô. Como se demostró (teorema 4), en este caso 
el sistema (1) admite solución única, la cual puedo calcularse por la 
fórmulas (3). para cualquier segundo miembro y = (yy, + +++ Va) 


4.4. Reglas para la resolución de un sistema 
de ecuaciones lineales 


Estudiaremos el sistoma (1) en el caso en que su determinante A = 0. 
Supondromos que al menos un elemento de la matriz A (véase (2)) es 
distinto de cero y denotaromos el rango de A por k (k = rango 4). 
Por lo tanto, 1< k< n. 

Nuestro objetivo os domostrar las siguientes reglas (de una ma- 
nera explícita fueron enunciadas y demostradas por Kroncckor y 
Capolli). 

Si queremos resolver un sis 


tema (1) del que so conoce que o) rango 


de lo matriz A es igual a k, tendremos que hallar cl rango de la 
matriz ampliada 


Ya 
1) Si el rango de la matriz B es 
(rango B > rango A = k), entonces el sistema (1) n 
nes. Este sistema es contradictorio; no existe ningún vector 


= (zı. - - ., Zn) que satisfaga simultáneamente todas las ecuaciones 
(0. 
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2) Si el rango de la matriz B es igual al rango de la matriz A 
(rango B = rango A = k), entonces el sistema ($) tiene soluciones, 
Para ballar las soluciones se deben tomar en el sistema (1) X ecuaciones 
tales que la matriz de sus coeficientes sea do rango k; después se deben 
resolver estas ecuaciones. Este sistema de X ecuaciones puede tener 
infinitas soluciones, pero pueden escribirse de una forma expresiva. 

En este caso, cualquier solución de las / ecuaciones tomadas será 
también solución de las demás n — k ceuaciones del sistema. 

Las roglas 1) y 2) agotan todas las situaciones posibles ya que el 
rango de B no puede ser menor que k. Hay que tener on cuenta que, 
por hipótesis, la matriz A engendra un delerminante no nulo de 
k-ósimo orden, el cual es engendrado Lambién por la matriz 3. 


4.5. Ejemplos de aplicación de las reglas 
sseuvro 1. El determinante del sistema 
z+y=t, 
z—y=2 
os 


TEE 
A-| —2%0 
por lo que el sistema tiene solución única, la cual puede calcularse 


por las fórmulas 
z= A/A, y= AYA, 


donde 
sea 
“lo == 
o soa, 
:===+ 
BIero 2. El sistema 
a+y=i, 
2+y=2 © 


tiene el determinante nulo. La matriz 


lil 


es de rango 1, mientras que la matriz 


zefi a 
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es de rango 2. Como rango B > rango A, el sistema (5) no tieno 

solución. Por cierto, esto está claro sin necesidad de teoría alguna, 

pues un mismo número no puedo ser igual a 1 y a 2 simultáneamente. 
esempLo 2. El sistema 


2242y=2, ) i 


3z+2y= 


tione el determinante nulo, A = 0. La matriz 


2 
-l 3 


tiene el rango 1, rango A = 1. La matriz ampliada 


EE, 
alos al 


también tiene el rango igual a 1. Como rango A = rango == 4, 
tomamos una oeuación 


2r 4 2y = 2. 18) 


El coeficiento de y es distinto de cero, por lo cval, en esta ecuación 
so puede despejar y: 


y=E ia. o 


La fórmula (9) proporciona todas las soluciones de la ecuación (8). 
Podemos asignar a x cualquier valor (~oo < z < co) y calcular el 
valor y según la fórmula (9). Obtendremos un sistema (un vector) 
(æ. y) que satisface la ecuación (8). El conjunto de todos los sistemas 
iz, 1 — 2), donde z € (—co, co). cs el conjunto de todas las soluciones 
de la ccuación (8). Estas también son soluciones de la segunda ecna- 
ción del sistema (7), pues rango A = rango Z. En este caso, este 
resultado es trivial sin necesidad de aplicar la teoría de los rangos 
de las matrices. Los coeficientes de las ecuaciones (7) junto con sus 
segundos miembros son proporcionales, respectivamente, por lo que 
queda claro que toda solución de una do estas ecuaciones también 
es solución de la otra. 

esenoLo 4. El sistema 


ziyi 3z=2 | 
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tiene ol determinante 
114 
242 
TE 


A= —240 


por lo cual tiene solución única, que puede calcularse por las fórmu- 
las 


ada 
112 
sas 


esumpLo s. El detorminante del sistema 


z+yt ami, 
ya) 
z+y+3:=2 
es 
¡A 
1 4 2|=0, 
113 
La matriz 
144 
Ant 1 | 
118 


es de rango 2, pues A = O, poro existe un determinante de segundo 
eden, engendrado por la matriz A, que os distinto do caro. Por ojom- 
lo, 
IA 
1 2-10 


igir 
B=ji 121 


1132 


La matriz 
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es de rango 3, pues el determinante engendrado por esta matriz 
ira 
ía 
132 


Como rango B > rango A, ol sistema no tiene solución, 
esempLo 6. El determinante del sistema 


z+ y+ ize) 


=140. 


z+ y+2=1, 
22+2y+4:=2 


114 
WE 
224 
Es fácil comprobar que las matrices 
TE 1044 
14 | n-li 121 
224 2242 
tidnen ol mismo rango, siondo rango A=rango B=2. Tomenos 
en ol sistoma (10) dos ecuaciones de tal modo que el rango de la 
matriz A” de los coeficiontes de estas ecuaciones sea igual a 2. En 


este caso se pueden tomar la primera y segunda ecuaciones o la 

primera y tercera. Así puos, consideremos el sistema 
z+y+ :=1, } 
r4+y+2=1. un 

Pasomos una do las incógnitas a los segundos miembros de estas 

ecuacionos de tal modo que los coeficientes de las incógnitas restantes 

formen una matriz A” tal que rango A” = 2, En oste caso se puede 

pasar z 0 y. 

En resuruen, el sistema no homogéneo 


(10) 


A =0. 


As 


z+ 2=1-y 
pham ua 
tione el determinante 
140. 
or lo cual, tieno solución única para cualesquiera segundos miem- 


a 
iy 2 
AR ll fa 
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Así pues, la terna de números (1 — y, y, 0), pora y € (—0o, 00), dan 
todas las soluciones del sistema (12), que también son soluciones de 
Ja tercera ecuación del sistema (10) (esta ecuación se obtiene de la 
segunda multiplicando por 2). 


4.6. Fundamentación de las reglas 


TROREMA 4 Si el sistema (1) es compatible. o sea, que admite al menos 
una solución æ, entonces, necesariamente rango B = rango A. 

La regla 1) se basa en el teorema 4 (véase la pág. 23), puesto que 
si rango B > rango A, entonces no se cumple la condición necesaria 
de compatibilidad del sistema (1). 


igual a coro, ya 
tesis es de rango 


ioten >e hora de Doa 


reducir a esto caso cualquier otro, reordenando de un modo 
¡ones y las incógnitas zy. 

ol sitema (I) es com ile, o sen, existo un vector == 

pr que satisfaco a la ecuaciones del sistema, Pero, entonces, en 

particular, ol voclor æ satisface las k -F 4 ecvaciones del sistema nuevamente 

reordenado. Por consiguiente, 


ann toetan +r Al 


143) 


Ola zit eee Hanon, aza Hina m0, 
donde 


M Sanani +otanza =y 
rr a) 


hen Azhar H oet Ahen, nTn — yhen 
Formemos el siguiente sistema con las incógnite 


Heads ga 


ani 


Leto ati H eee Hanen, AiR HÅhorthon 


En virtud de (13) y (14), este sistema se satisface por los números 2, - 
4, entre los cuales, en todo caso, hay uno no nulo. Pero, entonces, el determi- 
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nanto dol sistema (15) es igual a cero (véase el teorema 3), o sea, 


an snar rd za ~y | 
o= 


A keiher H- += Haha, nEn — ikot 


n 
Ghot, hinen 
n 
asee hon A Para 
Esto último se dobe a que los determinantes (p do (k-+1)-ésimo orden 1) quo figu- 
ran on la suma Y) son iguales a coro, ya que el rango do la matriz A es igual a k. 


Queda demostrado que cualquier determinanto de (k + 1)-ésimo orden 
engendrado por la matriz B, es igual a cero, como se quoria demostrar, 

Veamos añora cómo so puode fundamentas la regla 2) (pág. 24). Como ol 
rango de la matriz A es igual a £ (rango A = k), el sistema (1) contieno k ecua- 
ciones talos que la mat sas cosficiontes engendra un determinante do 
kcásimo orden no nulo. Reordenando estas ecuacionos y las incógnitas, so puedo 
conseguir quo las primeras k ecuaciones del sistema (1) 


- u0 


4) 


El sistema reordenado (1) lo escribiremos también así: 


a an 
Hansam aa, anzin 
Como ol dotorminante o +0, a cualquier sistoma de números z443, +++ zn 

n sistema único do númoros zy, » » +, Zp, los cuales, ovidente: 
monto pueden expresarse así: 


donde As son los adjuntos de los elementos as en el determinanto a. Por con- 
siguiente, todas las solucionos del sistema (17) se expresen según las fórmulas 
(18). A Zhi» >» => Zn 50 los puden asignar valoros arbitrarios y los valoros do 


30 $ 4. Sistema de ecuaciones lineales 


žy, - + «1. zx so calculan según las fórmulas (18). Vemos pnes, que el sistema (17) 
“iene, infinitas soluciones. ne ps pas 
Jueremos com abora que si, rango A = rango B= k, entonces 

cual = solución da x de las primeras k ecuaciones del sistema (1) es 
simultáneamente solución de las demás ecuaciones del sistema. Para precisar, 
demostremos que es solución de la (k -+ 1)-ésima ecuación. Así pues, considere- 
mos las primeras {k -+ 1) ecuaciones del sistema (1), o las escribiremos en la 
forma (13). Hay que demostrar que toda solución z de las primeras k ecuaciones 
(13) es simultáneamente solución de la (k + 1)-ésima ecuación. Sea æ un vector 
que cumpla las primeras k ecuaciones en (13). Consideremos las ecuaciones d 
en las incógnitas z, » » -, 341, donde A, > - -, Anpa se calculan según las fór- 
mulas (14) mediante las componentes zas, - > da, del vector z. El dotormi 
manto dol sistema (15) es igual a coro. EStO su ve por las ecuaciones (10) que hay 

jue leorlas de derecha a 

lerccha es 
vial Ey S > 
tiene una sol 


E 


misma propiedad. Pero, entonces, zf, . . ., 3% satisfacen ol sistema 
esto 


posoen es 
de las k primoras ecuaciones (13) cuyo determinante y y 0. Ya sabemos 
último sistema admito la solución z4. . ..., za y, en virtud de la upicld: 


amig e ms 
Volviendo a la última ecuación en (15), vemos quo la satisfacen los números 
En cenata y Goa, Auo los números (aa, 29) satisfacen la (k + Aa 
ma ecuación del sistemo (13) y, en virtud de (14), 61 voctor considerado £ == 

= (ap see Zar Fhar 0001 Zn) satisfaco ln (k+ ecuación del siste- 
ma (i). Con esto, |a proposición 2) queda demostra 


4.7. Método de resolución de un sistema 
mediante eliminación de incógnitas 


Se puedo recomendar el siguiente método de resolución de un sistema 
de ecuaciones lineales, que es el método de eliminación de incógnitas 
(o método de Gauss 1), Sen dado el sistema 


ARE o Hanta =D, 

IRA (1) 
amit «+ Hann =bn- 

Multiplicando una ecuación cualquiera del sistema (1°) por una 

constante y añadiéndola a otra ecuación del mismo sistema, obtene- 

mos un nuovo sistema equivalente al anterior. El nuevo sistema de 


ecuaciones tendrá su matriz B’, que resulta de la matriz B medi 
una transformación correspondiente (B => B’). La transformación. 


2) K. F. Gauss (1777—1855), matemático alemán. 
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consiste en que cierta fila de la matriz B se transforma añadiendo a 
ella otra fila multiplicada por el número correspondiente. 
Del mismo modo, multiplicando wna ecuación cualquiera del 
sistema por un número k s Ô, dejando inalterables las demás ecua- 
ciones, obtenemos, evidentemente, un nuevo sistema equivalente al 
sistema inicial, El nuevo sistema tendrá una matriz B” que será 
correspondientemente transformada de la matriz B (B => 8"). Esta 
vez, la transformación consiste en que la fila correspondiente a la 
ión en cuestión se multiplica por k. 
bién surge la necesidad de permutar dos ecuaciones del siste- 
ma (1°), obteniendo, por lo tanto, formalmente, un nuevo siste: 
pero equivalente al sistema inicial. En este caso, la transformación 
B => B' se reduce a la permutación de dos filas de la matriz B. 

Las tres transformacionos señaladas B => B’ se llaman transfor- 
maciones elementales de la matriz. 

En lo práctica, en lugar de escribir el nuevo sistema do ecuaciones, 
so limitan a escribir solamente la matriz correspondiente B’. Apli- 
cando adecuadomente operaciones elementales sobre el sistema de 
ecuaciones, o lo quo es lo mismo, sobre la matriz B, siempre se 
puede conseguir resolver el sistema dado (47), o bien, obtener un 

mente contradictorio. Como este último sistoma es 
istema (1), esto demuestra quel el sistema (1°) 


equivalen 
es contradictori 
A continuación se exponen ejemplos de aplicación de este método. 
La operación B => B’ denota quo B' so obtiene de B mediante una 
o varias transformaciones elementales. 
EmMpLo 7. Resolver el sistema 


a + 2r, + 3r +=, 
+2 +3 =i, 
s + Br, + án 2, 
a+ +55 + ên = 1. 
Naturalmente, según el teorema 1, podríamos calcular todos los 
cinco determinantes de cuarto orden y hallar %,, 73, La Za» Aquí se 


repetirían muchos cálculos, 
Formemos la matriz PB: 


B 


aros 
nonn 
en es 09 do 
a w a 
o en 


donde, como vemos, la última columna consta de los segundos miem- 
bros del sistema. Multiplicando la primera fila por (—1) y añadión- 
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dola a la tercera y cuarta filas, obtenemos la matriz 


L $d ò 
0.123 4 
10-200 -—3 

0 122 —4 


En la matriz B; los elementos de la tercora fila, que representan los 
cocficiontes de las incógnitas, son todos iguales a cero, salvo uno; 
permutemos esta fila con la segunda, Entoncos, el elemento no nulo 
quedará sobro la diagonal principal: 

1 284 5 

o —2 0 0 -3 

K 128 4 

0-122-4 


También se puede mutliplicar la segunda fila por —1, para quo se 
simplifique su expresión: 


a è 
6 2 
BM=lo 4 
04224 


Las transformaciones siguientes de las matrices son ovidentes: 


1034 2 
2 
mon 9299 2] 
0022-52 
103 4 2 1034 2 
[2200 a 2 ls TOLDO 9 
"loo 2 3 -n 210 028 y] 
00.01 -2 0001 2 
1030 -6 1000 15% 
0200 3 0200 3 
>Re o 020 132 )2=[0 020 132 
0001 2 000141 2 


De aquí, z, = 2, z, = —13/4, z, = 3/2, z, = 15/4. 
Para no cometer errores, se recomienda hacer la prueba, susti- 
tuyendo los valores obtenidos on las ecuaciones iniciales del sistema. 
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Consideremos desde este punto de vista el ejemplo 5: 


n+a+a=t, 
24294224 
ntz tiz 


EEE, iert 1614 
B= 142 ajeno o to jer=(p0 so 
TEE 00214 0 0 01) 


Por lo tanto, el sistema inicial es equivalente al siguiente: 


n+ n+ 270) 


0-2 +0-22+  2,=0, 
E 0a tOzmi. 


En la última fila el término independiente es igual a la unidad, 
mientras que los coeficientes de las incógnitas son iguales a cero, 
por lo cual el sistema es incompa 

Finalmente, en el ejemplo 6, 


¡1 
B=|1 
2 
1 1 
LERA. 14101 
O ON 
(o o 0) X 0010 0010 
De aquí que z, =0, z, +x,=1, 0 sea, el sistema tiene un 


conjunto infinito de soluciones: z, = 2,, z, = À — z, fa = 0, donde 
a, es arbitrario (—0 < zx, < 00). 


11 1141 
1 m-(0 0.4 0) 2. 
2 0020 


or ur» 
or» an 


4.8. Cálculo del rango de una matriz 


Si sólo nos interesa averiguar el rango de la matriz B, entonces las 
operaciones elementales indicadas anteriormente B > B’ las exten- 
demos no solamente a las filas, sino que también a las columnas de 
la matriz. Además, si en el proceso de estas transformaciones aparece 
en la matriz una fila o una columna compuesta totalmente por 
coros, entonces éstos hay que suprimirlos de la matriz, o sea, hay 
que considerar luego una matriz de orden inferior, 

Los siguiontes ejemplos ilustran esto método. 


90989 
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ewro s. Hallar el rango de la matriz 


2 4 


Sor 
ono» 
onou 
anma 
ano 


101 
Sii 
0 0 
Está claro que el rango de la matriz % no es mayor que 4. En 


esto caso, a = 10. Multiplicando la primera fila por (—1) y 
añadióndola a la tercera, obtenemos: 


S U A e. 
gta 040044 
=] o o —2 —2 —4 —4 —6 

o0 0 0 0 4 5 


Multiplieando ahora la primera columna por los números correspon- 
dientes y añadiéndola a las restantes columnas, obtenemos la matriz 


10.0. 0.0.0.0 
PIM E e 
h=] o ò —2 —2 —4 —4 —6 

o0 0 0 0 4 5 


La segunda columna ya consta de ceros. salvo el elemento asp = 1 y 
+0. Multiplicando la segunda columna por (—1) y añadiéndola a 
la 4, 6, 7 columnas, obtenemos: 


10 0 0 0 0.0 
01. 0 0 0 0 0 
Bloo-2 2 4 4 a 
00 0o 0 0 4 5 
10 00000 10 000 
01 00000 01 000 
“loo -20000j9%=l[0 0-20 ajaa 
00 00045, 00 045 
10 000 10 00 
por c0o0f_, fot 00 
=| o o -2 0 0 J>*=[00-20 
0 0 040 0.0 04 
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El determinante de cuarto orden de la matriz B, es distinto de 
cero y. por consiguiente, 

rango B = rango R, = 4. 

msempLo 9. Hallar el rango do la matriz 


1214 G + y 
s-(o 14 2)=-(> i a ten 
1100 1 
0 
1 


1.0.0.0 1000 
oaa eS 0.1 14 lom= 
LR 000.00 
100 1) l 000 10 
“lo 1 114)+8=lo 10 0) 2-(; 1 
o son, el rango de la matriz B es igual a dos. 

Los razonamientos en los ejemplos $ y 9 se basan en la siguiente 
regla general: 

En una transformación elemental B = B' se conserva el rango de 
la matriz, O sea, se a la igualdad 

rango B = rango H’. 

Fsta regla es evidente si la transformación clemontal se reduca 
a la permutación de filas o columnas de la matriz o a la eliminación 
de la matriz de una fila o columna compuesta de ceros. 

Queda nn caso más. que expresaremos en forma de un teorema. 

TronEna +. Supongamos que la matriz B se ha sometido a una trans- 
Jormación B => B’, que consiste en que a una de sus filas (o columnas) 
se le ha añadido alguna otra fila lo columna), multiplicada por un 
número €. 

Entonces, los rangos de las matrices B y B' son iguales. 

DENosTRACIÓN. Vamos a demostrar esto teorema para las filas 
(para las columnas los razonamientos son Similares). 

Sen & ol número de orden de la fila do la matriz B = || by, || que 
so multiplica por el número ¢ y que so añado a otra fi 
número orden supondremos igual a 1 (por lo tanto, la l-ésima fil 
la matriz B” consta de los elementos cbay + bye j = 1.. 

Supongamos que 

rango B = r, rango B' =r’, 

Es suficiente demostrar quer” < r, ya que por analogí: 
tra que r <r’, de donde resulta y = 7", 

Si» = 0; entonces todos los elementos de Ja matriz B son iguales 
a cero y, por consiguiente, también son i; les a cero todos los ele- 
mentos de la matriz B’, de donde r = r’ 

Sea ahora r > 0. Entonces exi A de orden r, engon- 
«rada por la matriz B, con el determinante distinto de cero (| A | £ 0), 


se demues- 
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mientras que todas las matrices A engendradas por Ja matriz £ y de 
orden mayor que r tionen el determinante igual a cero. En la tran: 
formación B =B’ la matriz A se transforma en una matriz 4’ 
(4 => A’). Supongamos que la matriz A es de orden mayor que r. 

Si la Lésima fila de la matriz £ no participa en la formación de 
la matriz 4, entonces, ovidentomente, A = A’ y0 = | A | = |A" | 
Si en la formación de la matriz A participan la k-ósima y 
l-ésima filas de la matriz B, entonces 0=|A]=]A'|. En 
efecto, para obtener el determinante |A’ | hay que añadic a 
alguna fila del determinante | A | otra fila determinada del mismo 
multiplicada por cl número e, con lo que el valor del determinante 
no varía, 

Finalmente, supongamos que en la formación de la matriz A 
participa la l-ésima fila, pero no participa la k-ósima fila. Está cloro 
{véase la propiedad h) de los determinantes) quo 

IA I= AIHA (19) 
donde A es una matriz de orden mayor que r, engendrada de A por 
sustitución de los elementos de la Z-ésima fila por los elementos corres- 
pondientes de la /cósima fila de la matriz 2. Evidentemente, si 
trasladamos al k-ósimo lugar Ja fila obtenida de este modo en el 
Lésimo lugar, resulta una matriz de ordon superior a r, engendrada 
por la matriz B. Pero, entonces, | A | = 0. 

Do (19) obtenemos | A’ | = Ò + c0 

Homos examinado todos los casos en que el orden de la matriz A” 
es mayor que r y siempre ha resultado que | 4” | = 0. Esto muestra 
que r’ = rango B’ <r, como se quería demostrar. 
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Vectores. Sistema cartesiano 
de coordenadas ” 


5.1. Concepto de vector 


En este párrafo consideraremos el espacio real. El concepto de vector 
en el espacio real ya lo conoce el lector por la geometría elemental. 


Se Mama vector (en el espacio real) a un segmento orientado AB, 
con el origen en el punto A y con el extremo en ol punto B, que se 
puede trasladar paralelamente a sí mismo. Por lo tanto, se considera 


- 1 Señalemos quo en esto libro primero se expone el producto escalar de 
“vectoros, luego la geometría analítica en la recta y en el plano y después de 
esto, en los 1143 se dan los conceptos de producto vectorial y producto mixto 
de ciones. Si se desen, estos párralos pueden exponerse inmediatamento das- 
pués del $ 6. 
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=> — 
que dos segmentos orientados AB y A,B,, que tienen longitudes 
iguales (148 | = | 4,8, 1) y una misma dirección, determinan un 


mismo vector a, y en este sentido se escribe: a = AB = A,B, (lig. 2). 


So llama longitud | AD |= | a | del vector AB = a, al número 
(no negativo) que es igual a la longitud del segmento AB que uno 


los puntos A y B. También escribiremos así: | AB | = | AB |. 


Pig. 2 
Los vectores que están situados sobre una misma recla o sobre 
rectas paralelas se Naman colineales, 
Si los puntos A y A coinciden, entonces AB = AA = 0 también 
so considera como wn vector; éste es el vector nulo. Su longitud es 
igual a cero (|O | = 0), y la dirección carece de sentido. 


CIL] 7 T 
Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5 


En geometría se considera la suma y diferencia de vectores, así 
como el producto de vectores por números reales. Por defiuición, 
el producto «a = aa de un vector a por wn número a, o bien, el 
producto del número æ por el vector a, es un vector cuya longitud 
es igual a | qa | = | a |-|a | y cuya dirección coincide con la de a 
si a >0 y es opuesta a la de a si a < 0. Si a =0. la Jongitud 
| aa | es igual a coro y el vector aa se convierto en el vector nulo 
(en wn punto), cl cual carece de dirección. 

Un vector ese llama unitario, si su longitud es igual a 1, o sea, si 


le] =1. Si b= a'e y e es un vector unitario, entonces |ù | = 
= 10) ya que |bj= ja j-ie |= ja ]4 = [a |. 
Por definición, un número finita de vectores a, b, e, .... se 


suman según la regla de Ja clausura de la cadona de estos vectores. 
Las figs. 3 y 4 nos recuerdan cómo se hace eslo. En Ja fig. 5 se muestra 
además cómo se restan los vectores. 
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5.2. Proyección de un vector 


Se lama proyección de un punto A sobre una recta L ilig. 6) al punto A” 
en el que se rorta la recla Æ con el plano que pasa por cl punto A 
y os perpeudientar a la recta £. 

Tomemos una recta orientada Z (fig. 7) y un vector a = 4B, 


Se llama proyección del vector a = AB sobre la recta orientada L 


al vector A'B’, donde A”. B’ son las proyecciones de los puntos A y 
B, respectivamente, sobre Z (véase la (ig. 7). 


Pig. 6 Fig. 7 


La proyección del vector a sobre la recta orientada L se denota 
por pria. 
Dada una recta orientada L, las proyecciones A'B" de cuales- 


quiera sectores AŠ sobre L están situadas on Z y Iovan la misma 
dirección que L o la dirección opuesta. 


es 

Por cierto, si el vector AB os nulo o es perpendicular a L, enton- 
ces, evidentemente, su proyección sobro Z es un vector nulo, que no 
tiene dirección. 

Junto con la proyección del vector a sobre la recta orientada L, 
que representa un vector, introduciremos un nuevo concepto, el de 
Proyección numérica del vector a sobre la recta orientada L. Es un 
número que se donota por prz a (sin flecha) y se define del modo 
siguiente. 


So lama proyección numérica del vector a = AB sobre la recta 
orientada L al producto de la longitud del vector a = AB por el coseno 
del ángulo w formado por el vector a y la dirección de L: 

pra = |a | cos fa, L) = Ja |coso (<o<a) 
Señalemos los casos siguientes: 


Si a= 0. o bien, si o ==. entonces pra = 


si 
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a 0y0< o< 7, entonces la proyección numérica es positiva 
(pr. a > 0) y, evidentemente, es igual a la Jongitud del vector 
AB prua = | AB | x coso = | AE |; en este coso, el propio 
vector A'B? leva la misma dirección que Z; ahora bien, si a s 0 
y F<w<a, entonces la proyección numérica es negativa 


~ 
(pr, a < 0) y, evidentemente, es igual a la longitud del vector A'B” 
tomada con signo menos: 


pra = | AÈ coso = — | =-|4B' 


sde 
en oste caso, cl propio vector A'B” lleva la dirección opuesta a Ja 
do L. 

So vorifica lo igualdad evidento, que expresa la relación entro la 
proyección del vector a sobre la dirección de L y su proyección numé- 
rica sobre Z: 


pria 


Aquí e es el vector unitario q: la dirección de L. 
Si los vectores a y b ostán situados en la recta orientada Z. en- 
tonces éstos pueden expresarse en la forma 


a=ue, b= pe, 


dondo e es el vector unitario que leva la dirección de L, mientras 
¿que er y B son unos números. Estos pueden sor positivos, negativos 
o iguales a coro. 

So vorifican las igualdades evidon 


ae pe = (a + pe w 


que muestran que la suma y la diferencia de los vectores en cuestión 
so reduce a la suma y la diferencia de los números correspondientes 
ayb 


5.3. Propiedades de las proyecciones 
de los vectores 


Las proyecciones numéricas de los vectores a y b sobre una dirección 
dada £ poseen las propiedades siguientes: 


Prea + pri b = pri (a + b), e) 
Pr, (aa) =a-pr, a. 15) 
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La propiedad (2) se muestra en la fig. 8: 
e A F. — — 
pria+ prib = A'B' + B'C' = A'C' = pryc = pr, (a +b). 

Pero, entonces, 

e:pr, a + e-pr, b = e-pr, (a + b), 
de donde se deduce (2) (véase (1)). 


Fig. 8 


Como a = (a — b) + b (véase fig. 5), se 
Prz (a — b) + pri b = prz a, 
y, por consiguiente, 
pr; a — pr, b = pri (a — b). e) 
Domostromos (3). Considerando quo el ángulo formado por ol 
vector a y la dirección de L es igual a o, se tione: 
si a >0: pr; (aa) = |aa |cos o =a |a | cos o =4-pr a; 
si a < 0: pr; (aa) = | aa | cos (z — o) = 
= —a |a | cos (n — o) = a |æ | cos w = a pri a» 


Hay que tener en cuenta que, si æ < 0, Ja dirección del vector aa 
os opuesta a la del vector a, y si a forma con Z el ángulo «, entonces 


aa forma con L el ángulo 2 — ©. 
Si a = 0, el primero y segundo miembros de (3) se anulan. 


5.4. Producto escalar de vectores 

Se llama producto escalar de dos vectores a y b al número (a, b) que es 

igual al producto de las longitudes de estos vectores por el coseno 
lel ángulo œ formado por ellos: 

ab = (a, b) = |a | |b [cos (e, b) = [a | |b |coso. (4) 


Está claro que también se puede decir que el producto escalar 
de dos vectores a y b es el producto de la longitud del vector b por la 
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proyección numérica del vector a sobre la dirección de b. o bien, es el 
producto de la longitud del vector a por la proyección numérica de b 
sobre la dirección de a: 


ab = (a, b) = |a | Pra b = | b | pra a. 
El producto escalar posee las propiedades: 
(a, b) = (b, a), 6) 


(a, b + c) = (a, b) + (a, c), (6) 
(a, ab) = a (a, b). m 


La igualdad (5) es consecuencia inmediata de la definición do 
producto escalar. 
La igualdad (6) se demuestra así: 
(a, b +0) = |a | pra (b +c) = la | Prab + la l prac = 
= (a, b) + (a, e). 
La igualdad (7) se demuestra del modo siguiente: 
(a, ab) = |a | pra (ab) = |a |a pra b = a (a, b). 
De (6) y (7), teniendo en cuenta (5), se deduce que 
la +b, c) = (a. c) + (b, c), (0) 
(ua, e) = a (a, b). 109) 
PIEMPLO DE FISICA. Si nn cuerpo, bajo la acción de una fuerza a, 
ha realizado una traslación rectilínea a lo largo de un vector b, 
entonces, como ya se sabe por la física, ol trabajo W ejercido por la 
fuerza a es igual al producto de la magnitud de la fuerza |æ | por el 
camino [| y por el coseno del ángulo formado por los vectores 
a yb: 


W = |a |:1b|cos (a, b). 
Pero, entonces, 
W = (a, b), 
de modo que el trabajo indicado es igual al producto escalar de los 
vectores a y b. 


5.5. Sistema rectangular de coordenadas 


Ahora vamos a pasar a la descripción analítica de los vectores y los 
Puntos del espacio mediante números. Introduzcamos en el espacio 
un sistema reclangular de coordenadas x, y, 2, o sea, tres rectas orienta- 
das y perpendiculares entre sí que pasen por un punto O, denomi- 
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adas ejes de coordenadas z. y, z (fig. 9). Se supone que para un sistema 
dado de coordenadas se ha elegido un segmento unidad medianto el 


cual se miden los demás segmentos El punto O se lama origen de 
coordenadas. 
Tomemos un pi 


to arbitrario A del espacio tridimensional. El 


segmento orientado OA so lama radio sector (o vector de posición) 


del punto A. A su vez. el radio vector determina un vectora (a ~ OA) 
que se puede trasladar en el espacio 
paralelamente a sí mismo, Las proyec- 
ciones numéricas del radio vector a 
sobre los ejes x, y. z las denotaremos 
por z, y. z. respectivamente, Estas 
Z son las coordenadas del punto A; la 
5 coordenada z se Mama abscisa, la coor- 
denada y sollama ordenada y la coor- 

Fig. 9 denada z se Mama ¿coordenada (cota) 

del punto A. 


Entre los puntos A dol espacio y sus radios vectores OA, o lo que 
cs lo mismo, las ternas de números (z, y, 2) que representan las coor- 


«donadas del punto A. o bien, las proyecciones de GÅ sobre los ojos, 
existe una correspondencia Diyectiva. En virtud de esto, no habrá 
lugar a confusiones si a la torna de números (z, y, 2) da amamos 
punto A, cuyas coordenadas son los números dados, o vector a 
cuyas proyecciones son estos mismos números. 

Escribiremos a = (2, y, 2) y diremos que a ó (x, y, 2) os un vector. 
que es igual al radio vector del punto A y que tiene las coordonadas 
z, y, 2. Claro que se puode considerar que el vector a es igual a algún 


otro segmento orientado TD igual a DA (CD = OA), o sea, que tenga 


la misma dirección y la misma longitud que OA. En este caso, las 
proyecciones de a sobre los ejes coordenados se denotan frecuentemente 
mediante ay. Gy, a, y Se escribe a = (ax, Ay. 4). 

De la definición de vector como segmento orientado que se puede 
trasladar en el espacio paralelamente a sí mismo, se deduce que dos 
vectores a = (zı, Yi, 21) y b = (Za, Ya, 2) son iguales si, y sólo si. 
se cumplen simultáneamente las igualdades: 


LIS UY Sd 
Son válidas las igualdades 
G n dE, y, 1=(1 1, yy. 22), (8) 
a (z, y, 2) = (az, ay, az). (9) 


La igualdad (8) se deduce de que la proyección de la suma o la dife- 
rencia de dos vectores (sobre el eje z, sobre el eje y y sobre el eje 2) 
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ss igual ala suma o a la diferencia de las proyecciones de los suman 
los. 

La igualdad (9) se deduce de que la proyección del vector aa 
(sobre el eje z, sobre el eje y y sobre el eje 2) es igual al producto de œ 
por la proyección de a, 

Denotemos por å, j, delos vectores unitarios (do longitudes aguales 
a uno) cuyas direcciones coinciden con las direcciones de los ejes 
æ, y, z, respectivamente. Estos voctores se llaman vectores unitarios 
do dersores) de los ejes z, y, z Un vector arbitrario te. Y, 2) puede ex- 
presarse en Ja forma 


(z, y, 2) = zi + yj + zk. 110) 


En efecto, 
i=(1,0.0), j— 0. 1, 0), k= (0, 0,1) 
Por lo tanto, en virtud de (8) y 1%), se tiene 
ai+ yj + ak = z (1,0, 0) + y (0. í, 0 + z0, 0, 1) = 
= íz, 0, 0) + (0, y. 0) + (0, 0, 2) = (2, y. 2). 


Señalemos las igualdades que se verifican para los productos 
escalares de los vectores unitarios de los ejes 


li=jj=kk=4, ij=ik=jk=0. 
Sean ahora a = (2, y, 2), b = W, y, 2). Entonces, 
ab = (a, Dar + yy' +a. (1) 


En efecto, en virud de (6), (7), (0). (77), se tiene 
ab = (xi + yj + Wri+yi4 ik) y 
+ arik + ya ji y Gi + 1 jhe + aki 

+ ki a kk = ax + yy +32. 


av ij + 


En particular, haciendo en esta fórmula b 
lapa =P + 
de donde la longitud del vector a os igual a 


obtenemos que 


la]=+VEFPEZ. 
De aquí resulta que Ja distancia entre los puntos a = (r, Y, 2) y 
b= (2. y’, 7) es igual a (fig. 10): 
148 /=10a/=9V FIVE 


Para lo que sigue, es conveniente hacer un resumen de lo expuesto. 
Para ello, introduciremos una notación algo distinta de las coorde- 
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nadas. Precisamente, consideraremos en el espacio un sistema rectan- 
gular de coordenadas z. 74. 23. En virtud de esto, todo punto del 
espacio se expresa por una terna de números 

z= (tp Zn 2). 
Este punto lo hemos denotado con la letra negrita z y lo amamos 
también vector 2 con las componentes Xy. Za, Ty. 


Fig. 10 


Hemos domostrado que la suma y In diferencia de vectores, así 
como el producto de vectores por números se expresan mediante Jas 
ternas (zi, Za, 74) del modo sig 


(Ep Zas Ta) (2i, zi 25) | 


(Mhz) mi, ntz), (12) 


Alty, Za, 2))=(0%), Azp, 2x5). 


El producto escalar de los vectores z = (23,24, 29) y 2” = (zi, z1, 25) 
so expresa mediante las coordenadas de los vectores æ y 2” según 
la fórmula 

pra aa) 


az = (1,4) = Rt +2, 


La longitud del vector z = (ty, Zy. 7) es un número no negativo, 
igual a 


121 -Vi +. aa 


Finalmente, la distancia entro los puntos 7 = (zi, Z}, t) y 2 = 
= (zp Zp zi) os igual a 


122 1=V( EAS (45) 


E) espacio real cuya geometría hemos ostudiado, se Mama espacio 
tridimensional, pues sus puntos se expresan de un modo natural 
mediante ternas de números reales. Lo denotaremos por Ry, 

Un plano arbitrario lo donotaremos, naturalmente, por Ry. En Ry 
se puede considerar un sistema rectangular de coordenadas zy, z4. 
mediante el cual, un punto arbitrario de Jl, o bien, su radio vector 
so puede expresar por un par de números (z3, z4). Las operaciones do 
adición, sustracción y multiplicación por un número para los vectores 


=P 
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pertenecientes al plano cumplen, evidentemente, las condiciones 
(42) que hemos obtenido anteriormente, donde entre paréntesis hay 
que suprimir siempre las tercoras componentes. El producto escalar 
de vectores pertenecientes al plano en cuestión también so expresa 
por la fórmula (13), donde en cl segundo miembro hay que suprimir 
el tercer término. Lo mismo se refiere a las fórmulas (14) y (45). 

La goneralización de los espacios R y Ry es el espacio Ra, donde 
n es un número natural arbitrario. 

El espacio R, para n > 3 os una invención matemática, Por 
cierto, es una invención genial que ayuda a comprender matemática- 
mente muchos fenómenos complicados. 


5.6. Problemas 


2; Hallar las longitudes de los vectores (4, 1), (A, = Y 112 2) 

2. Hallar ol ángulo formado por los vectores (1, 0, 1), (i, 2, 2). 

3. Son dado un cubo unidad (con la longitud de la arista igual a d). Hallar 
el ángulo formado por: a) la diagonal principal y da diagonal de una cara que 
Paston de un mismo vértic; b) dos diagonales de dos caras que parten do un 
mismo vértice. 
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6.1. Espacio n-dimensional Ry, 


El conjunto de todos los sistemas posibles de números reales (comple- 
jos) (Ez. » » «s Zn) se lama espacio real (complejo) n-dimenstonal y se 
denota por Ry. Cada uno de los sistemas Jo denotaromos por una 
Jetra (negrita) sin subíndice: 


E 


y lo llamaremos punto o vector de Ra. Los números zy, . . ., Zn se Nla- 
man coordenadas del punto (vector) £ o también, componentes del 
vector 2. 


Dos puntos 
E= llos ho 2 = (aj +, 75) 
se consideran iguales sí sus coordenadas correspondientes son iguales: 


E] m. 
En los demás casos, æ y x' son distintos (2 2"). 
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Los sistemas (vectores) £ = (Tu ~- Ta), Y = (hs > -+ Vn) Se 
pueden sumar y restar, así como multiplicar por números realos 
æ, B... Si Rin os el espacio real, y por números complejos sì Ry 
os el espacio complejo. 

Por delinición, se lama suma de los rectores z e y al voctor 


Z+ y = (bo Za +s os Ln F Yade K 
y diferencia, 


il vector 
AY (t — Min -a Fn — Un). (2 


Su lama producto del nimero a por el vector æ, o bien, producto del 
vector æ por el número a. al vector 


ar = ra — (0%), .... Qt). 
Finalmente, el vector —z so define por la igualdad 
=a m (A) a (is o a tn). 


También so introduce el concepto de vector nulo, cuyas compo- 
nontes sou iguales a cero: 


0= 0... 0. 


Evidentemente, se cumplen las propiedades; 
Dr+y=y+e 
AN 
æ—y =z + (y, 
ar day = a (r +- y), 
ar ~ pa = ja + p) e, 
a (Ha) = af) z 
de =a, 
8) z+ (—z) = 0, 
donde æ, fi son números arbitrarios, mientras que z, y € Ry 
El espacio Æ, se Iama lineal puesto que en el mismo so 
las propicdades 1) — 8) enunciadas anteriormente (véase más adolan- 
te la nota 1). 
El número (no negativo) 


lze Za © 


so lama longitud o norma del vector £ = (Zt, . . -, Zn) en el espacio 
real Rp. 


La distancia entre los puntos = (z; . . ., Zn) 0 y = (Vis => «1 Vn) 
del espacio real R, se defino según la fórmula 
lz-yl= Y 9) 


$ 6. Espacio euclídeo n-dimon, Producto escalar 47 


6.2. Producto escalar 
en el espacio real Rn 


So llama producto escalar de dos vectores z = (2). .... zn) © y = 


= ll.» - «+ Yn) en el espacio real R, (los números x,, y, son reales) 
al número 
(a v) Y zu © 


El producto escalar en ol espacio real R, cumple las propiedades: 
a) (e, 2) >0; además, la igualdad a cero se verifica sí, y sólo 
z P 

b) ix, y) = (y. z), 
0) (ar + By, z) = a iz. 2) +B iy, 2. 
En efecto, 


si, 


X 3>0 


(r, z) 


y la igualdad sólo es posible si z, =... = z, = 0. Por otra parle, 


(z, p= 2 m= 2 Y. = (0, 2) 


y 


(athu, 2) Y (ax, +) == 
-a Y 


6.3. Producto escalar 
en el espacio complejo Ra 


Se lama producto escalar de dos vectores æ = (zy, . . . z) e y = 
== (Yu - +» Va) on el espacio complejo R al número 


y +e 2 yz=ale, 23+P(, 2). 


(2. = 220 6) 


donde ýy es el número complejo conjugado de y; (por definición, si 
z= a + Bi, donde a y ĝ son reales, entonces, 3 = a — pi). 
El producto escalar en el espacio complejo R, cumple Jas pro- 


piedades: 
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a) te 2) >0; además, la igualdad a cero se verifica si, y sólo 
siz=0=(0... 0, 

y) Y = Y a), 

€) (az + py, z) = a (z, z) + B ly 2). 

En efecto, 


EP a 


y la igualdad sólo es posible si z, =. «+ = z, = 0. Por otra parte, 


2,1250, 


Ena > Qu a). 


Aquí so han aplicado las propiedados de la operación de conjugación 
TA >= 242 21 =z. Finalmente, 


$ 


(a+ Py, 2)= X (02,+by)3,= 


=a +0 À 002,040 a) 


En el espacio complejo R, la longitud del voctor æ se defino 
mediante la igualdad 


21 Jier- $ año 5) 


Zn) 0 y = (Ya) > +. Un) 


y Ja distancia onte los puntos z = ( - 
así: 


le=r= V À izne. wn 


Fácilmonto so observa que para valores reales de zy, yy, las expre- 
siones (3) y (4) son casos particulares do las expresiones (3), (4). 

El espacio R, (real o complejo) en el que se ha introducido el 
producto escalar según la fórmula (5) (o (5'), respectivamente) se 
Mama espacio euclideo n-dimensional. 


6.4. Desigualdad de Buniakovski 


En adelante nos limitaremos al estudio del espacio real n-dimensional. 
En este espacio los vectores se multiplican por números reales, Nos 
pormitiremos omitir a veces el término sre 
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Do las' propiedades a), b), c) del producto escalar so deduce la 
importante desigualdad de Buniakovski 1): 


(o, DIV æ 3VW, y). © 
En efecto, para cualquier número real A, 
0< +y ziy) = (z, z) +A (y, 2) +2 (e, + 
HA? (y, y) = (0,2) +2 (2, y) A + (y, y) A? = a + 20h + cht, 


donde a = (z, æ), b = (2, y), e = (y, y). Vemos que el polinomio 
cuadrático 


a+ 24070 (o <<) 

es no negativo para cualquier À real. Por esta razón, toda su gráfica 
ostá situada por encima dol eje À, y esto sólo es posible si el discri- 
minante del polinomio es negativo o es igual a cero, o sea, si bf — 


— ac << 0, de modo que h* < ac, con lo quo obtenemos la desigual- 
dad de Buniakovski (6). 


En términos de componentes de los vectores z e y, la desigualdad 
(6) puedo escribirse así: 


[Zas y Zay Qu m 
Por lo tanto, para cualesquiera números realos zj, y, se verifica 


la desigualdad (7). 
En virtud de (3), la desigualdad de Buniakovski puede escribirse 


así 
ve Isley h 


Poro, entonces, existe un A único que satisfaco las desigualdades 
—1 <2<1 y tal que so verifica la igualdad exacta 


@ y =àjelly h 


Señalemos que en 10, z] la función cos £ admite una función inversa 
uniforme y estrictamente decreciente con el campo de valores sobre 
[—1, 4]. Por esto, para todo À (—1 <A < 1) existe un ángulo 
nico o (0 < o < m) tal que à = cos o. Por To tanto, hemos demos- 
trado la igualdad 


(æ, y) = [21 |y | cos 6. (0) 


ja ángulo formado por los vectores n-dimensionales 
ze e y, aunque en realidad, para n > 3 os vectores e y no son segmen- 
tos reales sino abstracciones matemáticas. 


3) V. Ya, Boniakovski (1804—1889), matemático ruso. 
40952 
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Los vectores z e y se llaman ortogonales si su producto escalar os 
igual a cero: 


(5 v= X 291=0. 

Do (8) se deduce que, para que dos vectores no nulos z e y sean 
ortogonales es necesario y suficiente que el ángulo formado por ellos sea 
igual a0 =. 

6.5. Desigualdad de Minkowski 9 
Soñalomos wna desigualdad importante de Minkowski 
lz+yi<lzl+ lyi (0) 
o bien, en términos de componentes 


V Sery ġa 


Esta puede demostrarse así: 
læ +y P= (œ +y, z +y) = (e, z) +2 (0 y) +(w y) 
Aplicando la desigualdad de Buniakovski (6), se tiene: 
12+yP<te, 2)+2 V aV y+, 1)= 
= (VE + Vy W). 
de donde se deduce (9). De (9) se deduce la desigualdad 
llæļ=lyli<lz—-y h a1) 


(10) 


pues 
la[=[2=y+yl<lz=yl+lyb 
lul=ly—=+2|<|o—yi+lel 
cena Hallar el ángulo formado por los vectores (1, 0, 1, 0) 
y(i, 1, 1, 1); 

Nota 1. Un conjunto arbitrario Æ, compuesto por elementos d 
cualquier naturaleza æ, y, z, - . ., Se lama espacio lineal, si oxi: 
una ley según la cual, para cualesquiera dos elementos z, y €E 
están definidos unos elementos s + y € E y z — y € E, denomina- 
dos suma y diferencia, respectivamente, de los elementos £ e y, 
y para cualquier número real o complejo æ y cualquier elemento 
a € E está definido un elemento az = za € E, denominado producto 
de a, por z, o bien, producto de 2 por œ, de modo que so cumplen las 
propiedades 1) — 8) enunciadas anteriormente en el ap. 6.1, donde 

1) y 0 = 0z, Vz € E. 


3) H. Minkowski (1864—1909), matemático alemán. 
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R se puede considerar como un ejemplo de espacio lineal, pero 
también existen otros ejemplos interesantes. Por ejemplo, el con- 
junto C de las funciones f, q, p. . . . continuas en un segmento la, bl, 
considerando que f + q, f — q, af se han definido como f (2) -+ 
+ q (z), f (2) — 9 (2), af (z), es un espacio lineal. 

Un espacio lineal con el producto de sus elementos por números 
reales (o complejos) se llama espacio lineal real (complejo). 

Nota 2. Si en algún espacio lineal Æ, a cada par de elementos 
æ, y se les ha puesto en correspondencia un número (2, y) tal que 
se cumplen las propiedades enunciadas anteriormente a), b), e), 
en el caso real, y a”), b’), c’), en el caso complejo, entonces se dico 
que en E se ha introducido un producto escalar. 

Anteriormente se dio la definición de espacio euclideo n-dimen- 
sional; éste es el espacio At, en el que se ha introducido el producto 
escalar según las fórmulas (5) ó (5'), respectivamento. 


UN $ 7. Segmento. División 
de un segmento en una razón dada 


Tomomos unos puntos arbitrarios æ, y € R, y consideremos el con 
junto de puntos (vectores) 


a=de + 04>0 Apli a) 


determinados por los números no negativos A, p cuya suma es igual 
a 1. Se tiono: 


2=(—-pr+w=>e+Y-2% OKu) q) 
o bien, 


“y+ie—) OSAK. e) 
De la igualdad (2) vemos que en el espacio tridimensional los puntos 
z completan el segmento que une z e y. Esto se debo a que el radio 


Fig. 44 


vector z os la suma del vector æ y del vector p (y — 2), el cual es 
colineal con y — æ (fig. 11). Por lo tanto, el conjunto de puntos (1) 
representa un segmento læ, y] en Ra que une los puntos z e y. Para 
¿e 
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=02=x, para A=02=y, y para cualquier 2>0 (p = 
1—2.> 0) z os un punto arbitrario de lz, yl. 
Por definición, se llama segmento lz, y) que une los puntos z, 
y € R, al conjunto de todos los puntos z de la forma (1). So verifica el 
mronema + El punto 
2=d0+py h u> A+ pmi) 


divide al segmento [z, y) que une los puntos æ, y € Ra en segmentos 
cuya razón de longitudes es igual a p :A. 

prxostracion. De (2) se deduce que z — z = p (y — 2), por lo 
que la distancia entro los puntos + y z es igual a 


la-= ply—=zk (3) 


Por otra parte, de (2) resulta z — y = A (z — y), y por lo tanto, 
la distancia ontre los puntos z e y es igual a 


lz—yi=2Aix—yl 10) 
Do (3) y (4) se deduce que 
laa l:le—yl=4:% 


p 


como so quería domostrar. 
ProsLeaa. So pidi 
æ, y € Ra, un punto z q 
(p >0, q > 0) 
soLucion. Tomemos los números 


en el segmento La, yl, que uno los puntos 
divida esto segmento en la razón p : g 


Estos cumplen las propiedades 2. p > 0,2 + p = 1, p/A = p/q. Por 
esto, en virtud del teorema 1, el punto pedido es 

ahy E 6 
, £x) se expresan medianto las coorde= 


Sus coordenadas 2 = (z, 


nadas æ = (zı, > +1 Za), Y = (Vis > > ++ Va) Por las fórmulas 
y E put co n). 6) 


PFI 
En particular, el punto medio del segmento se obties 
=q= 1, o sea, para à = p = 1/2. 

Soñalemos que, como se demuestra en la mecánica, el punto z 
determinado por las fórmulas (5) o (5') es el centro de gravedad dol 
sistema de puntos z e y en los que están concentradas las masas 
q y p, respectivamente. 

Obsérvese que en Ay, el conjanto de puntos 

z=ħs +u A+, 


para p = 
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donde A y p son de signo arbitrario, representa la recta que pasa por 
los puntos z e y. Esto se ve en la igualdad (2). 

En lo que se refiere al espacio Æ, (n > 3), esto conjunto se llama 
recta por definición. 

mempr 1. Hállense las coordenadas dol centro de gravedad de 
un sistema de puntos materiales z* = (xi, z$, 23) de masas pa 
(k = í, . . ., M), respectivamente. 

Aplicando las fórmulas (5') a los puntos 2*, z*, hallamos el contro 
de gravedad 2 de estos dos puntos. Luego hallamos el centro de 
gravedad z? do los puntos z' y ° de masas pa +, pa Y Pa, respectiva- 
mente. Continuando este proceso, después de (M — 4) pasos, obto- 
nemos: 


“ 
x 4 
a MA ((=1, 2, 3). 


$ 8. La recta 


El concepto de recta es primario on la geometría. Do los axiomas do 

geometría sabomos que por dos puntos pasa una sola recta y que por 
unto situado en una recta dada se 

puede trazar una recta única perpendi- 

cular a la dada. 

En ol plano tomamos un sistema 
rectangular de coordenadas (z, y) y una 
rocta L no paralela al eje y (fig. 12). Por 
el curso escolar sabemos que la ecuación 
de la recta Z tieno la forma 

y=k+l, (Mm 
donde k = tg æ y œ es el ángulo formado Fig. 12 
por la recta L con la dirección positiva 
del eje z, y Les la ordenada del punto de intersección de L con 
el eje y (Ì = OB). 

Cuando so dice que (1) es la ecuación de la recta L, con esto 
quieren expresar que L es el lugar geométrico de los puntos cuyas 
coordenadas (z, y) satisfacen la ecuación (1), lo cual se observa fácil- 
mente en la fig. 12. El punto A es un punto arbitrario (variable) de 
la recta L cuyas coordenadas son (2, Y), BC = z, AC = y — l, y 


katga=tl, (4) 


de donde se deduce (1). Recíprocamente, la igualdad (1) es equi: 
ente a la igualdad (1). y esta última expresa el hecho evidente de 
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que el punto (z, y) está situado sobre la recta Z. En la fig. 12 el 
ángulo a es agudo. En el caso de un ángulo obtuso « se pueden hacer 
unos razonamientos semejantes, 

Consideremos lu ecuación 


Az+By+C=0, (2) 
donde A, B, C son ciertos números y además, A y B no son simultá- 


neamente iguales a cero. 
SiB% mtonces la ecuación (2) puede expresarse en la forma 
siguiente: 
y=—$i-£ (2) 


o bien, haciendo 


en la forma (1). Como las ecuaciones (2) y (2) son equivalentes (ya 
que cualquier punto (z, y) que satisface una de estas ecuaciones 
satisface también la otra), la ecuación (2) para B 5% 0 os la ecua- 
ción de la recta que forma con la dirección positiva del eje æ un 


ángulo « cuya tangente es igual a — $ (tg a = —A/B), y que se 


corta con el oje y on el punto de ordenada —C/B (l =—C/B). 
Para B == 0 la ecuación (2) toma la forma 


Az+C=0 (40), 


z=a (a= —C/A). 


Esta también es la ecuación de una recta, pero paralela al eje y. 
Es, precisamento, el lugar geométrico de los puntos (z, y) cuyas 

abscisas z son iguales a un mismo númoro a. 
En la fig. 13 viene representada una tal recta 
para a >0. 

De lo expuesto se deduce quo la ecuación 
(2), donde A, B,C son unos números dados 
y Á y B no son simultáneamente nulos, es la 
ccuación do una recta. Si B y 0, esta recta no os 
paralela aleje y. En particular, si A = 0 es pa- 
ralola al ojo z (y = —C/B). Si B = 0 os paralela 
al ojo y. Soñalomos que la ecuación del ejo x es, 

Fig. 13 evidentemente, y = 0, mientras que la dol ojo 
y es, z= 0. 

La ecuación (2) se llama ecuación general de la recta. Cualquier 
recta, situada arbitrariamente con respecto al sistema de coordena: 
des, puedo expresarse por una ecuación de la forma (2) pare valoros 
adecuados de las constantes A, B, C. Subrayemos que los números A 


o bien, 
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y B en la ecuación (2) de la recta no son simultáneamente iguales a cero. 
El número k en la ecuación (1) se llama coeficiente angular de la recta. 

Resolvamos varios problemas importantes. 

promLema 1. Escribir la ecuación de la recta con el coeficiente 
angular k y que pasa por un punto dado (zo, Yo). 

sonución. La recta con el coeficiente angular k tiene la forma 


y=k+l B 
donde 1 puede ser cualquier número. Como el punto (zo, yo) tiene 


que estar situado sobre la recta dada, tiene que cumplirse la igualdad 
Yo = kz +L (0) 

Restando (4) de (3), obtenemos la ecuación pedida de la recta 
y— Yo = k (2 — zo) 6 


que pasa por el punto (Za, Yo) y tiene ol coeficionte angular Je. 
puomema 2. Escribir Ja ecuación de la recta que pasa por dos 
puntos dados (z4, 41), (Za, V1). Se supone que los puntos son distintos. 
soLwcioN. Supongamos que z, 7% z, Entonces, evidontemente, 
la recta buscada no es paralela a) eje y, por lo cual, pue 
en la forma 


donde k es un número. La ecuación (6) ya qu 
por ol punto (z, 41). Para que pase también por ol punto (Za, Ya) 
es nocosario que se cumpla la igualdad 

Ya — Y = k (8, — 24). m 
Dividiondo (6) por (7), obtenemos 


Ih 1-4 
AS e 


Esta os la ecuación de la recta que pasa por los puntos (zi, 41) Y 
(En Ya) 

“Nota, Podría suceder que ys — Y; = 0; entonces, formalmente 
obtondríamos la igualdad 


n i 
v ma” 
A pesar de lo absurdo de esta igualdad, sin embargo, la escriben así, 


pues se considera que es muy cómoda. Despejando, obtenemos una 
igualdad verdadera 
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o bien, 
vsv 9 


El caso z, = z, = ¢ da lugar a la solución z = c. 
Promtmsa 3. Hallar el ángulo œ formado por las rectas 


y=kat h, y= kat ly 


soLucioN. So tiene, K = tg ar, ka = tg œp, donde ay, a son los 
ángulos respoctivos, formados por las rectas dadas con la dirección 


i 


Fig. 44 


positiva del eje z. Entonces (fig. 14), 


tt 

y hemos obtenido la fórmula para el ángulo formado por las rectas. 
El caso 4 + kik, = 0, o bien, 

kik, = —1 a) 


expresa la condición de perpendicularidad de las rectas, La condición 
de paralelismo de las rectas (tg w = 0), se expresa así: 


la = ky a2) 
Escribamos la ecuación (2) en la forma siguiente: 
Am + At +C =0, e) 


donde haromos z= z, y = z} A = An B= A, Para A, %0, 
A, +0, C 0, la ecuación (2) puede escribirse ón la forma 


Za, (3) 
donde a = —C/A,, b = —C/A,. Esta ecuación se llama ecuación de 


la recta asegmentaría». Esta recta se corta con el eje z; (la recta z, = 0) 
en el punto (a, 0) y con el eje z, (la recta z, = 0) en el punto (0, b). 
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Si la recta que satisface la ecuación (2) pasa por el punto (23, z$), 
entonces 


ARHA AC O. (19) 
Restando (14) de (2), obtenemos 
Ar (2 — 23) + Ar (xa — 2) = 0. (15) 


Esta so llama ecuación de la recta que pasa por el punto (23, 3). 

Si se introducen los vectores Á = (Ay, 4), £ = (21 Za), 2? = 
= (z!, 23), entonces el primer miembro de (15) se puede considerar 
como el producto escalar del vector A por el vector  — a". Por lo 
tanto, la ecuación (15) en forma vectoria) se expresa así 


A(z — 2%) = 0. 15 


El vector z — æ’ pertenece a la recta Z (fig. 15). Así pues, en (15) 
se observa quo elj vector A = (41, A+) es ortogonal (perpen: icular) a 
Ja recta dada, con lo que queda establecido el significado geométri 
do los coeficientes A, y As- 

Consideremos dos. rectas 


At + A +C =O (Lo), (16) 
Ba + Baa + 020 (Lp. 17) 


Como los vectores A = (Ay, Ay) y B = (Bi, B4) son perpendiculares 
a las rectas (16) y (17), respectivamento, el ángulo y formado por las 
rectas (16) y (17) es igual al ángulo formado por los vectores A y B 
(fig. 16). El ángulo q se puedo calcular por la fórmula 


A AB, 
ese- TEHIT AA VIE cs 
Nota. Si q es ol ángulo formado por las rectas, entonces n — q 
también es un ángulo formado por estas rectas. El número (18) puede 
sor positivo o negativo. Uno de ellos corresponde al ángulo y y el 
otro, al ángulo a — 
De (18) obtenemos la condición de perpendicularidad de L, y Ly 
ig = 2/2, cos p = 0): 


Ab, + A,B, = 0. a9 


Si las rectas Z} y L, son paralelas, entonces los vectores A y B son 
colineales y A = ÀB, donde 2 es un número real. De aquí que la 
condición de paralelismo de rectas se expresa por la igualdad 


gei (20) 
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Sea dada una recta arbitraria Z en un sistema rectangular de 
coordenadas (fig. 17), que no pase por el origen do coordenadas, y sea 
a una vector con el comienzo en el origen de coordenadas, perpendi- 
cular a la recta L y tal que su extremo esté situado sobre la recta. 
El vector a determina totalmente la recta Z (por ol extremo del vector 
a pasa una recta única perpendicular al mismo). Sea p la longitud 
del vector a (p = |a |) y v = (cos ay, cos as), el vector unitario que 
Neva la misma dirección que el vector a. Aquí a es el ángulo formado 


Pig. 16 Fig. 47 


por ol vector a (o ol vector v) y la dirección positiva del ojo zy 
(t= 1, 2); costa, + costa, =i (cosa, = sena). Denotemos 
Por z = (2;, 24) ol radio vector (ol vector de posición) do un punto 
arbitrario (un punto variable) de la recta Z. La proyección del vector z 
sobre ol vector unitario v, ovidentemente, es igual a p, o bien, ol 
producto escalar del radio vector de un punto arbitrario z de la recta 
L por el vector v es igual a p: 


@ = lvi =p. 21) 


En resumen, hemos obtenido la ecuación vectorial de la recta L, ya 
que, recíprocamente, si el radio vector de un punto satisfaco la 
ecuación (21), entonces ésto está situado sobre L (un punto no situado 
sobre L tiene una proyección sobre y distinta de p). 

Si la recta L pasa por el origen de coordenadas, entonces su 
ecuación también puede expresarse en la forma (21), donde v es un 
vector unitario perpendicular a la misma. 

En coordenadas, la ecuación (24) tiene la forma 


7, Cos a + 2, 0054. =p (p>0) (1) 


o bien, 
z cosa +x,se0a =p (p>0). 1) 


La ecuación (21°) (o la (21°) so Iama ecuación de la recta en la forma 
normal. 
Si la recta L viene dada por la ecuación general (2') 


A + dm +C =0, 
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entonces, ésta puede reducirse a la forma normal multiplicándola 


por el número 
M=1/VEFA, 02 


donde se debe tomar el signo contrario al de C (p = —MC >0). 
El número M se llama factor normalizador. Como 


(MAY + (MA) = 1, 
existe un ángulo único a, que cumple las desigualdades 0 < a; < 2n 
y tal que 
MA, = cosa, MÁs = son ay es) 
Do esto modo, obtenemos la ecuación (21), donde p = —MC > 0. 
Señalomos una vez más que el número p es igual a la distancia del 
origen de coordenadas a la recta. 
promiema. Hallar la distancia d de un punto 2% = (23, 23) a la recta 
L dada por la ocuación 
Am + Am +C =D. ea 
SOLUCIÓN, Sea 
G v) —p=0 es) 
la ecuación normal de la recta (24). Entonces, si C 4 O se tione que 
p (p>0) es la longitud del vector OA que une el origen de coordo- 
nadas con la recta L, mientras que v es el vector unitario que lova 
Ja dirección de OA (p = |ÕÄ |, v =DA/p, véase la fig. 18). Sea 2 
ol radio vector de un punto arbitrario do L. Entonces, evidentemente 
para hallar la distancia del punto cuyo radio vector es 2% a L, hay quo 
hallar la proyección del vector z — z? sobre la dirección del vector 
w y tomar el valor absoluto de la proyección: 


pa m1 la v= 
= | (æ, v) — (2°, v) | = lp — (2, | =1(%,9=p l. 
Queda demostrada la fórmula 
d= |(æ#, 4) — p l (26) 
Por lo tanto, para obtener la distancia d, hay que reducir la 
ecuación (24) a la forma normal, trasladar p al primer miembro, sus- 
tituir on el primer miembro x, y 7, por las coordenadas correspondion- 
tes zł, z4 del punto 2? y tomar el valor absoluto de la expresión obte- 


nida; 
Mediante los coeficientes 41, Az, C, la fórmula (26) se expresa así: 


¿ol A 1 (25) 
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Para C = O sigue siendo válida la fórmula (26) y, por consiguien- 
to, también la fórmula (26'). En este caso, p = O, v es uno de los 


Fig. 18 Fig. 19 


dos vectores unitarios que son perpendiculares a L (fig. 19). Ahora 


d= | pr, (œ — 2°) | = |0, 2-0) = 
= 1 (v, z) — (v, x°) 1 = | (v, 2) 


a ALEA 
A 


o son, rosulta la fórmula (26') para C = 0. 


o bien, 


Nota. En la fig. 18 se observa quo, si ol origen de coordenadas O y ol punto 
aè están situados: 
a) bacia un mismo lado de L, entonces el ángulo formado por v y æ — z* 
lo y d= p — (2%, v), 
) a distintos Jados do Z, 
obtuso y d a 3) = p- 
Prostema. Hallar la distancia dol punto (1, 1) a la recta 2z + 


+V5y— V5 = 0. 


mtonces el ángulo formado por v y z — z" os 
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9.1. Ecuación del plano en la forma normal 


Tomomos en el espacio Rs, en el que se ha introducido un sistema 
rectangular de coordenadas (2, zz, 24), un vector a con el origen 
on O. Tracemos un plano Z por ol extremo del vector a, que sea per- 
pendícular a este vector (fig. 20). Denotaremos pors = (2,, Za, 24) 
un punto arbitrario (un punto variable) del plano Z. La letra = 
denota también el radio vector del punto z. 
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Sea p = |a | la longitud del vector a y 
y = (008 dy, COS Uy, COS 5) 


el vector unitario que leva la misma dirección que a. Aquí dy, O %3 
son los ángulos que forma el vector y con las direcciones positivas de 
los ojos Zi, Zm Zs respectivamente, 
Evidentemonte, la proyección de cual- z 
quier punto z € L sobre el vector v es 
una cantidad constante e igual a p: 

=p (p>0 a) 
La ecuación (1) también tiene senti 
para p = 0. En este caso, el plano pasa 
por el origen de coordonadas O (a = 0) 
y el vector mnitario v que parte del 
origen O perpendicularmente a L en una > 
cualquiera de las dos direcciones posibles, Paes 
La ecuación (1) es la ecuación del plano L y 
en la forma vectorial. 

En coordenadas se oscribe así: 


2, COS a, + 2, COS a + za cosa =p (p>0) a) 
y so lama ecuación del plano en la forma normal, 


LAA 


9.2. Ecuación del pleno en la forma general 


Multiplicando la ecuación (1°) por algún número distinto de coro, 
obtenemos una ecuación equivalente de la forma 
Azı + Arta + Ast, +B = 0, (2 

que determina el mismo plano. Aquí los números Ay, Ay, Ay no 
son simultáneamente iguales a cero. La ecuación (2), donde los núme- 
tos Az, As, Az no son todos iguales a cero, se llama ecuación del 
plano en la jorma general. 

Cualquier ecuación de la forma (2), donde los números Ay, Az. As 
no son simultáneamonte iguales a cero, puede reducirse a la forma 
norma) multiplicándola por el número 


M=/VEFAFA, 
donde el signo se toma opuesto al signo de B. Entonces, el número 


p = —MB resultará negativo y la ecuación (2) se transformará en la 
siguiente ecuación equivalente 


MA, + MAZ, + MAs, = p. B 


Aquí 
MAI} + (MAY + (MAY = 1. 
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Esto muestra que el vector 
v= (MAr, MA MAS) 


es unitario (| v | = 1). Sus proyecciones sobre los ejes coordenados 
son iguales a 


MA; = 008 dy 
MA, = 08 ap, 
MA, = cos as, 


donde æ, œs, œ son los ángulos formados por ol vector v con las 
direcciones positivas de los ejes z;, za, Za, respectivamente. En 
virtud de las notaciones introducidas, la ecuación (3) tione la forma 


2, cosa, + 2,0050, +zscosas =p (P>), (8) 


o sea, hemos obtenido la ecuación del plano (2) en la forma normal. 
Si la ecuación de un plano en la forma general (2), se neco- 
sita conocer su posición respecto del sistema de coordenadas, result 
suficiente reducir la ecuación (2) a la forma normal, multiplicándola 
ctor normalizador M. 
propia ecuación (2), sin hacer cálculo alguno sólo so pueden 
dos hechos: 4) si B = 0, entonces el plano pasa por el 
origen de coordenadas, mientras que si B 0, el plano no pasa por 
el origen de coordenadas; 2) ol vector A = (A1, Ay, As) es perpen- 
dicular al plano, pues es colineal al voctor unitario v= (MA y, MAy, 
MAs). el cual es porpondicular al plano dado. 
La ecuación 


Am +A + B=0 10) 
es un caso particular de la ecuación (2). En el plano (z4, 25) la ec 
ción (4) detormina una recta, y en el espacio (zi, Za, 25) es la ecua- 
ción del plano Z que es perpendicalar al plano coordenado (z), z 
y que pasa por oste recta. Cualquiera que soa el punto (2, Z4, za), 
perteneciente al plano Z, sus coordenadas z,, z4 satisfacen la ecua- 
ción (4) indopendientemente de la tercera coordenada zs que teng 


La ecuación 

Ax +B=0 (4,%0) © 

os un caso particular do la ecuación (4). Esta puede escribirse también 
en la forma 

2 =C (0=-—BÍAy. 6) 


La ecuación (5') en el espacio (zı, za, za) es el lugar geométrico de 
los puntos (21, Zs, xa) que tienen la primera coordenada igual al 
número C. Las coordenadas zs, Z, pueden ser en este caso cualesquie- 
ro. Está claro que (5') determina un plano paralelo al plano coordo- 
nado z+ za (o es perpendicular al eje 2;). 
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9.3. Ecuación “segmentaria” del plano 
Si 4,40 (i = 1, 2, 3) y B +0, entonces la ecuación (2) se puede 
escribir así: 
CE © 
donde a; = —B/A; (i = 1, 2, 3). La ecuación (6) se llama ecuación 
«segmentaria» del plano. 


Este plano (fig. 21) corta el ojo Oz, en el punto (a,, 0, 0), el 
A E lr iD a lA 


Fig. 24 


Sugún sea la ecuación (6) puede uno figurarso la posición del plano 
respecto del sistoma de coordenadas. 


9.4. Ecuación del plano 

que pasa por un punto 
Si el punto 2? = (2%, 22, z3) está situado en el plano (2), entonces 
sus coordenadas satisfacen la ecuación (2): 


a 
È 4+ 8=0. a) 
Restando (7) de (2), obtenemos: 
a 
È aA). (8) 


La ecuación (8) se llama ecuación del plano que pasa por el punto 
20 = (a), 22, 23). En forma vectorial la ecuación (8) so escribo así: 


Afe—-2)=0, e) 


Como el vector z — z°, aplicado al punto 2%, pertenece al plano (2), 
la igualdad (S') denota que el vector A es ortogonal al plano (2), 
que es Jo que so estableció anteriormente mediante otros razona- 
mientos. 
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9.5. Ecuación del pleno 
que pasa por tres puntos 
Sean dados tres puntos no situados en una recta 
PEN 
OS 


Se pide hallar la ecuación del plano que pasa por estos tres pun- 
tos. Por la geometría se sabe que tal plano existe y es único. Como 
pasa por el punto z*, su ecuación tieno la forma 

Ay (21 — 2i) + Az (22 — 25) + As (23 — 23) = 0, 9 
donde Ay, Ay, A no son simultáneamente igualos a cero. Ahora 
bien, como también pasa por los puntos 2*, x*, tienen que cumplirse 
las condiciones 


Aa) +A (2) +4 (52) = 

A (323) +A 20) + Aala 2) 
Formemos el sistema de ecuaciones lineales homogéneas respecto de 
las incógnitas (£5, Zas 29): 


z) sime aaco) 


ao 


z) atla) tlin) = 0, 
(7 apa Haa aH (3 a) m0. 
Aquí æ = (£,, Ze, 2,) es un punto arbitrario, que satisface la ecua- 
ción del plano (6). Èn virtud do (9) y (10). el vector no trivial A = 
= (Aj. Az, As) satisface el sistema (11), por lo que ol determinante 
de este sistema es ígual a cero 
AE non A 
a a s 
qa q. ma 
Hemos obtenido una ecuación de la forma (9), o sea, la ecuación 
de un plano; esto se comprueba fácilmente desarrollando el deter- 
minante obtenido por los elementos de la primera fila. Además, este 
plano pasa por los puntos zt, x*, 2”. como se deduce de las propie- 
dados de los determinantes. El problema planteado queda resuelto, 
La ocuación (12) también puede escribirse en la forma siguiente: 


(14) 


=0, (12) 


aani 
232 tl 
23341” 
anai 


a» 
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El valor del determinante (13) no varía si de la primera, tercera 
y cuarta filas restamos la segunda. Desarrollando el resultado des- 
ap pels elementos de Ja cuarta columna, obtenemos la ecuación 
(42), 
9.6. Angulo formado por dos planos 
Consideremos dos planos 
At, + Arta + Ayu + B=0, 


Aiz, + Azat Azs + B'O. (14) 


Es sabido que los vectores A = (41, Az, A3) y A' = (Aj, Aj, AD 
son perpendiculares a los planos dados, respectivamente, por lo cual, 
el ángulo y formado por A y A' es igual al ángulo (diedro) formado 
por estos planos. Pero el producto escalar es igual a 


AM = | A] 14! | cosg, 


por lo que 
AA 


za A,Aj+ A,A + Asi n 
eserini yaray aara CO 


Es suficiente considerar que 0 < 9 <a. 

Soñalemos que, en realidad, dos planos quo se cortan forman dos 
ángulos diedros q, y 9,- Su suma es igual a 7 (9, + Qa = 2), y sus 
cosenos son iguales en valor absol diferencian 
(cos qı = —cos pa). Si en la ión (14) se sustil 
números Ay, Az, As por los números 
mente, entonces la ecuación obtenida 
pero en (15) el ángulo q quedará sustituido por a — q. 

Evidentemente, la condición de perpendicularidad de dos planos 
(14) ex cos q =O. o sea, 


AN = A,A; + Asd; + AA; 
lanos 114) son paralelos si, 


ulares a ollos) son colinea! 
diciones de proporcionalidad 


o (16) 


sólo si, los vectores A y A' (por- 
o sea, que se verifican las con- 


Do: 


(17) 


Si, adomás, se verifica la condición ampliada de proporciona- 
lidad 


(18) 


entonces, esto significa que los planos (14) coinciden, o sea, que ambas 
ecuaciones (14) determinan un mismo plano. 


50052 
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A posar de que no se puedo dividir por coro, sin embargo, resulta 
cómodo escribir las proporciones simbólicas (17) o (18) con ceros en 
los donominadores. Pero, entonces, si, por ejemplo, A; = 0, hay 
qu considerar que también A = 0. O ian, al B = Ò, entonces 
B= 

esemptos . Las ocuaciones 


2z + 4y +1=0, 
z+24+5=0 

determinan un par de planos paralelos, y las ecuaciones 
2z + áy +2 = 0, 
=+2Y+1=0, 

un par de planos quo coincide 


9.7. Distancia de un punto a un pleno 


So pido calcular la distancia de un punto a° = (zf, z}, 28) a un pla- 
no 2 determinado por la ecuación 


Ait, + Aga + Ast, +B = 0, 
Para ello, reducimos la ecuación de L a la forma normal: 
@ v) =p (p>0). 


En la fig. 22 se observa que la diferencia + — z* entro el radio vector 
de un punto arbitrario æ del plano L y el radio vector del punto 2 


Fig. 22 


es un vector tal, que el valor absoluto de su proyección sobre v es 
igual a la distancia buscada d de æ° a L: 


d= | (æ — aà, v) l- 
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Pero 


=a, == 
y, por consiguiente, 


= e, v), 


d= | (2°, s)— p h 
Vemos que, para caleular la distancia d del punto z° al plano L 
hay que escribir la ecuación del plano Z en la forma normal, trasla- 
dar p al primer miembro y sustituir on la última ecuación z por 2°, 


El valor absoluto de la expresión obtenida es precisamente el núme- 
ro buscado d. 


Evidentemente, en términos de parámetros del plano 
PEE ARE TN 
VAATA + 
Fácilmente se observa que si el punto 2* y el origen de coordonadas 
están situados a distintos lados del plano Z (como en la fig. 2 
entonces el vector a — x’ forma con v un ángulo obtuso y por ello, 
d = —(2—2, y) = (2, Y) —p>0 
Ahora bien, si ol punto z° y el origen de coordenadas están situados 
a un mismo lado de Z, entonces el ángulo indicado es agudo y 
d= (z= 2, Y) =p-— (2%, s) > 0. 
Por consiguiente, en el primer caso (z°, v) >p, y en el segundo 
(e, <p 
EJEMPLO +. La distancia d del punto (1, 1, 1) al plano Z 


+43 
os igual a 


da E L 
VPF her, vetm Y 0" 
En este caso, el punto (1, 4, 4) y el origen de coordenadas están situa- 
dos a distintos lados del plano L, ya que M >O, y 
le +2y + 8 — Blan, pus sms = 1 > 0 


9.8. Problemas 
4. Reducir a la forma normal los ecuaciones de los planos 
z—y+:=2, 2z — y4 V: = 10. 
2. Hallar ol ángulo formado por los planos 
a+oti=1 y y=0; 
i—y+ti=2 y ya 


3. Escribir la ecuación del plano los pun- 
1os 60D NS eel 

. Escribir la ecuación de la esfera con el contro en el origen de coordona- 
das y que es tangente al plano 


2 — y+ Tam, 


s 
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10.1. Ecuación de ll 
en la forma canónica 


recta 


Consideremosen el espacio una recta arbitraria L. Señalemos en olla 
un punto 2* y un vector situado on la misma a = (Q,, dy, ds) + 0, 
aplicado al punto a? (fig. 23). Denotaremos por z un punto arbi- 
trario (un punto variable) de la recta L. El 
vector z — x° se puedo oxpresar en la forma 
2 — a? = ta, donde tes nn número (un esca- 
lar). Si la variable real £ recorre el intervalo 
(—c0, œ). entonces æ= z’ + ta recorro 
toda 'la recta £. Por eso, se dice que la 
igualdad 


z= 


la (-o<t<o) (1) 


Pig. 23 os la ecuación vectorial de la recta que pasa por 

el punto 2° y que lleva la dirección del vector a. 

En términos de coordenadas la ecuación (1) se descompone en 
tres ecuaciones: 


2—H= tan 
il 


n-a=ta, 
) 15%) 


Eliminando entre ellas el parámetro £. obtenemos las ecuaciones 
do la rocta (un sistema de dos ecuaciones) 


AA AR, E, an 
= = = 


dondo los números ay, aş, ag no son simultánoamente iguales a coro. 
Las ecuaciones (1°) se llaman ecuaciones de la recta en la forma canó- 
nica. 

Nota. Puede ocurrir que uno o dos de los números ar, as, a, sean 
iguales a cero. Entonces, a pesar de todo, está convenido escribir 
as igualdades (1°) con el cero o con los dos ceros en los denomina- 
dores. En tal caso, esta expresión resulta simbólica, pero muy prác- 
tica, 

TsumpLo 4. Las ecuaciones 


(2) 


determinan una recta en el espacio, gue pasa por el punto (1, 2, 3) 
y lleva la dirección del vector (1, 0, 2). 


$ 10. La recta en el espacio s9 
Estasecuaciones se pueden sustituir por las equivalentes sigui 


tes: 
y—-2=0(2—1) 2(-1)=2-3, 


o sea, 
y=2 1=2%+1 e) 


Por lo tanto, la recta considerada es la intersección de los dos planos 
quo se determinan por las ecuaciones (2). 
uieupLo 2. Las ecuaciones de la recta 


107218 
A E 

son equivalentes a las siguientes: 
y—2=0, :-3=0 


10.2. Posición recíproca de dos planos 
Sean dadas las ecuaciones de dos planos 
Ar + Ay +A +B =0, 8) 
Aiz + Ajy + Ag +B =0, (4) 
Si los coeficientes Ay de la primera ecuación son respectivamente 
proporcionales a los coolicientes Aj de la segunda Ar: Ay 
$ iA), entonces los planos (8) y (4) son paralelos o incluso 
amaia (si so cumplo la condición Á, : -A 


E) Ciano E DRAN y GB En caso coitearlo, los planos (0) 
y (Å) se cortan por una recia. En este caso uno de los determinantes 


p ai e wi, Ph 


A, AS 
es distinto de cero. y precisar, supongamos que el primero: 
Ar A| 
a a 0. (5) 


Entonces las ecuaciones (3), (4) se pueden resolver respecto de z, y, 
obteniendo 


z=az+p, 

y=Pa+ y, © 
donde a, B, p, v son ciertos números. Las ecuaciones (6) son equi- 
valentes a las siguientes: 


(m) 
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Vemos que con la condición (5), las ecuaciones de los dos planos 
68), (4) detorminan una recta (7), o sea, el lugar geométrico de los 
puntos cuyas coordenadas satisfacen las ecuaciones (3), (4). Esta rec- 
ta pasa por el punto (m, v, 0) y lleva la dirección del vector (a, P, 1) 
Los números a. B o uno de ellos pueden ser iguales a cero, pero enton- 
ces las ecuaciones (7) tienen carácter simbólico. 

EsEMBLO 3. Evidentemente, la recta determinada por las ecua- 
ciones z = 0, y = 0 es el eje coordonado z. Se podía haber obtenido 
esto resultado operando formalmente. Se tiene, 


2=02 y=0%, 
de donde 


o soa, homos obtenido las ecuaciones de la recta que pasa por el ori- 
gon do coordenadas (0, O, 0) en dirección del vector (0, O, 1). Está 
claro que esta recta os el eje z. 

esumrLo 4. Hallar el ángulo formado por las rectas 


(8) 


(9) 


Los voctores a = (a, ay, 24), b= (01, ba, 05) están situados 
sobro las rectas on cuestión y, como convenimos, están aplicados 
a los puntos al = (zi, zi zi), respectivamente, 
Por ello, ol ángulo 9 lor 'es precisamente ol 


——— 


10.3. Problemas 


1. Escribir las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, —4, 0) 
y es perpendicular al plano 2z + z — áy == 7. 
2, Escribir Ja ecuación del plano que pasa porel punto (1, —1, 2) 
y sa perpendicular a la rocta determinada por las ecuaciones 26 + 
y=1, 32—2=1, 
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$ 11. Orientación de los sistemas 
rectangulares de coordenadas 


11.1. Sistema bidimensional de coordenadas 


En las figs. 24 y 25 están representados sendos sistemas de coordo- 
nadas (z, z4). Éstos sistemas son distintos; so dice que son de orien- 
tación contraria. En el caso de la fig. 24, mediante una rotación del 
eje z, en torno del punto O un ángulo HE se puede hacer coincidir 
las direcciones de los ejes z, y zz solamente si la rotación se efoctúa 
en sentido contrario a la del movimiento de las agujas del reloj. 


Fig. 24 Fig. 25 


Sin ombargo, en el caso de la fig. 25 se puede conseguir esto sólo si 
so gira el oje z, on el sentido del movimiento de las agujas del reloj. 
“Trasladando como un sólido, sobro ol plano considerado, el sistema 
de coordonadas representado on la fig. 24, resulta imposible (!) 
hacerlo coincidir con el sistema representado en la fig. 25 de tal modo 
que coincidan las direcciones de los ejes correspondientes. 

En la fig. 24, así como en la fig. 25, está representado un par de 
vectores no colineales a y b, aplicados a un punto A. rasladando 
esto par de vectores como un sólido sobre el plano, podemos conse- 
guir que el punto A coincida con el origon do coordenadas O. Pro- 
Pongámonos conseguir mediante una rotación de cada uno de los 
vectores a y b en torno del punto O, que el vector a tomo la dirección 
del eje z, y que el vector b resulto situado en el ejo zg. Se exige que 
durante este proceso los vectores a y b permanezcan situados cons- 
tantemento en el plano considerado y que el ángulo formado por 
ellos no sea igual a 0 o a x. Evidentemente, siempre se puede con- 
seguir esto. Primero giramos el sistema de vectores a y Ò como un 
sólido en torno del punto O hasta que coincida el vector a con la direc- 
ción positiva dol eje z,. Como los vectores a y b no son colineales, el 
vector b resultará situado en el semiplano superior o inferior. Después 
giramos el vector b un ángulo necesario para que quede situado en el 
eje za; en este caso, no se permite que el vector b se sitúe sobre el 
ejo zı. Por esta razón, puedo ocurrir que la dirección del vector b 
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coincida con la dirección del eje zg (esto es posible si el vector b 
estaba situado en el semiplano superior), o bien, que el vector b 
resulte dirigido hacia la dirección negativa del eje z, (véase la fig, 26 


donde se muestra la dinámica del proceso). En el primer caso se 
dico que ol par de vectores (a, b) está orientado igual que el sistema de 
coordenadas (z,, xs), y en el segundo caso, que la orientación del pur 
(a, b) es contraria a la de (2, 25). 


11.2, Sistema tridimensional de coordenadas 


Los sislomas rectangulares de coordenadas en el espacio zy, dy, 23 
representados en las figs. 27 y 28, también son distintos, Conside- 
rando ol sistema de coordenadas fig. 27 como un sólido, des- 
pués de una traslación adecuada del mismo, se puede conseguir que 


L JA 


Fig. 27 Fig. 28 


coincidan los ejes 7, y z, de ambos sistemas. Pero la dirección posi- 
tiva del eje z, del primor sistema no coincidirá con la dirección posi- 
tiva del eje zy del segundo sistema. Se dice que los sistemas de las 
figs. 27 y 28 son de orientación contraria. El sistema de la fig. 27 so 
Mama sistema inverso de coordenadas (sinistrórsum), mientras que el 
de la fig. 28, sistema directo de coordenadas (dextrórsum). Si un tor- 
nillo con rosca de a Ja derecha (a la izquierda) se atornilla en direc- 
ción dol eje z, haciéndole girar según indica la flecha de la fig. 28 
(fig. 27). entonces realizará wn desplazamiento en esta dirección, 
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También so puede distinguir el sistema de coordenadas sogín la 
siguiente regla. Si desde algún punto del somieje positivo Ozy se 
observa la dirección positiva del semieje Oz,, entonces, el semieje 
positivo Oz, puedo quedar hacia la izquierda o hacia la derecha, En 
el primercaso, el sistema de coordenadas se llama sinistrórsum (fig. 27), 
y on el segundo, deztrórsum (fig. 28). 

Los vectores a. b, e se llaman coplanares si están situados en un 
plano o en planos paralelos. 

Tomemos un sistema de vectores no coplanares a, b, c, aplicados 
a un punto A. Giromos el vector d, en el plano de los vectores a y b, 
en torno del punto A hasta que b resulte perpendicular a a. Nos 
preocuparemos que durante ol movimiento el ángulo formado por 
a y b nunca sea igual a cero o a x. Después de esto, giramos el vector c 
en torno de A con el fin de que obtenga una dirección perpendicular 
a los vectores a y b. También tendremos cuidado que el vector c 
nunca so sitúe en el plano de los vectores a y b. Como resultado, los 
vectoresa, b. e quedarán perpendienlares entre sí. Traslademos ahora 
esta terna como un sólido al punto O y hagámosla girar en torno 
del punto O con el objeto de que los vectores a y b obtengan las direc- 
ciones-de los ejes z, y 2a, respectivamente. Pueden resultar dos casos: 

4) que el vector e tenga la dirección del semieje positivo 7a; 

2) que tenga la dirección opues 

En el primer caso, se dice que el sistema inicial do vectores 
a, b, e tiene la misma orientación que el sistema de coordenadas zy, 
Zu y en el segundo caso, quo la orientación es contraria (véanse 
fis y 28, respectivamente). 
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124. Dos defi 
Tomemos dos vectores en un sistema rectangular de coordenadas del 
espacio roal tridimensional 
am (04, dz, aa), b= (bis das b3) 

y llamemos producto vectorial dea y b al vector 
c=axb=laxb]= (ab — ab) i+ (ab ab) j+ 
ijk 
1 ûz Ay 
dy de by 

El último término está escrito en forma de un «determinante 
generalizado» cuya primera fila consta de los vectores å, j, ke (los 


iones de producto vectorial 


+a — ah) ke = . 0 
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vectores unitarios del sistema de coordenadas). En el segundo tér- 

mino se muestra cómo se debe entender este determinante generali- 

zado (ol determinante de tercer orden se desarrolla por los elementos 

de la primera fila, como si i j, k fuesen números). 
Evidentemente, 


la x (—b)] = —la x bl. 


El producto vectorial de los vectores a y b también puede defi- 
nirso del modo siguiente 

1) si a y b son colineales, entonces su producto vectorial os igual 
a cero; 

2) sia y b no son colinealos, entonces el vector c es perpendicular 
a estos voctores y, además, de tal modo que la orientación del siste- 


Fig. 29 


ma (a, b, c) sea igual que la del sistema de coordenadas dado. La 
longitud dol vector e os igual a 
le] =lal-[bisno (0 <o <a), e) 
donde w es el ángulo formado por a y b, o sea, la longitud do c es 
igual qe del paralelogramo construido sobre los vectores a y b 
(ig. 29). 
Domostremos la equivalencia de las dos definiciones enunciadas. 
Si ol vector e = 0, ontonces de (1) se deduce quo las componentes 
de los vectores a y b son proporcionales: 
0, ap: ag 


o sea, los vectores æ y b son colineales; pero, entonces, el producto 
vectorial también es igual a coro sogún la segunda definición. Recí- 
procamente, sí los vectores a y b son colineales, entonces, según la 
segunda definición a X b = 0. Como, en este caso, las componentes 
de los vectores a y b son proporcionales, resulta según la primera 
definición que e = 0. 

Supongamos ahora que a y b son vectores no colineales y sea e 
su producto vectorial sogún (1). Está claro que 


(e, a) = (ash, — ash) a, + (abı — aba) a, + 
+ (abe — asby) as = 0 
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y de un modo similar, 
(6, d) =0. 


Así pues, el vector e es perpendicular a a y a b. 

Demostremos que el sistema de vectores (a, b, e) tiene la misma 
orientación que el sistema de coordenadas (21, z, z4). Hagamos girar 
continuamente los vectores a y b en torno del punto O, calculando 
siempre según ellos el vector e, pero de tal modo que a y È sigan sien- 
do todo el tiempo no colineales. Entonces, el vector c siempre será 
distinto de cero (e + 0) y el sistema (a, b, e) siempre será no copla- 
nario. Realicemos unas rotaciones tales que los vectores a y b obten- 
gan las direcciones de los ejes z, y Ze, respectivamente, O sen, que 
tengan la forma a = (Ja, 0, 0), b = (0,12 |, 0). Esto siempre 
puede conseguirse, ya que en ol caso dado ol plano de los vectores 
a, b puede irar en el espacio. Pero, entonces, el vector e, calculado 
sogún la fórmula (1) tiene Ja forma c = (0, O, | a | | b I). Vemos que 
fivalmente los vectores (a, b, c) han quedado orientados igual que 
los ojos (Z1, Za, 2s). Según la definición de orientación (véase $ 11), 
entonces, el sistema inicial a, b, e tiene la misma orientación que el 
sistema de coordenadas (zi, Za. Za). 

En resumen, el producto vectorial e =a X b, definido según la 
fórmula (1), es un vector perpendicular a los vectoros a y b y ol siste- 
ma de vectores (a, b, c) tiene la misma orientación que el sistema 
considerado do coordenadas Zy, Za, Z3. 

“Todavía tenemos que demostrar la fórmula (2). Supongamos que 
los vectores a y b forman con los ojos coordenados los ángulos ar, 
az as y Bas Bas Pa, respectivamento. Como 


a= |a |cosan »by=|bjc0sB, (=1,2 3) 
resulta 
[e |t = (agba — aba)? + (03b — aba)? + (@1br — abi)? = 
= |a P |b |? [(cos q, cos Ba — cosas cos Pa)? + 
+ (cosas cos Pı — cosa, cos Pa)? + (cosa cos Ba — cos a, cos PI = 
= |a [* 10 P l(cos* a, + cos? a, + cos? a) X 
X (cosè Pı + cos* Pa + cos? Ba) — 
— (cos œ cos Bi + cos œs Cos Ba + cos as cos Ba)? = 
= ja Pb pl — cot o] = |a P1b p sin? o 


donde w es el ángulo formado por los vectores a y b 


(eos om X cosacos). 
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Así pues, hemos demostrado (2). 


n la segunda del 
nición, entonces, ésto es único, ya que sólo puede haber un vector 
que sea perpendicular a a y a b y cuya longitud sea igual al área 
del paralelogramo construido sobre a y b de tal modo quo el sistema 
(a, b, c) tenga la misma orientación que el sistema (z1, £y, 23). 
lero, entonces, éste es el vector c, determinado según la fórmula 
(4), puesto que, como ya homos comprobado, este último poseo las 
propiedades indicadas. 
Soñalemos una vez más que la condición a X b = 0 es condición 
necesaria y suficiente para que los vectores a y b sean colineales. 


122. Significado geométrico 
del determinante de segundo orden 


Consideremos ahora especialmente dos vectores no nulos 
a= (0, a), b= (b,, bi) (2) 


en un sistema rectangular de coordenadas (21, 25) (figs. 30, 31 
Vamos a considerar que el plano en cuestión está situado en el es; 
cio y agreguemos a los ojes zs, za un eje z, perpendicular a ellos. Los 


Pig. 30 Fig. a1 


vectores a, b tendrán ahora las coordenadas 


a = (41, an 0), b= (bi, ba 0) 
y su producto vectorial será igual a 


a | 
k. 
bi ba 
donde k es el vector unitario del eje zs. Por definición de producto 
vectorial, el sistema (a, b, c) ostá orientado igual que el sistema de 


t=axb= O) 
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coordenadas (zy, xa, z3). Por esto, si el determinante 
@r 82l 
bi ba 


el sistoma de vectores (a, b) tiene que tener 1 
que el sistema de coordenadas (zı, 21). Pero 


>0, 


misma orientación 
el determinante 


a a 
b ba 
Ja orientación del sistema (a, b) es contraria a la de (2, 24). En la 
fig. 30 está representada la posición de los vectores (a, b) en el pri- 


mer caso, y en Ja fig. 31, en el segundo caso. También sabemos que 
el área del paralelogramo construido sobre los vectores a y b es igual 


a (véase (4)) 
a, a 
lo 


o sea, es igual al valor absoluto del determinante 


<0, 


s 


Así pues, hemos demostrado qu 

1) el valor absoluto del determinanto (5) es igual al á 
ralelogramo construido sobre los vectores a = (a, a4) y b 

2) el signo del determinante (5) depende de posición de estos voc- 
tores respecto del sistema rectangular de coordenadas (xj, 2p). 
Al signo + le corresponde un sistema (a, b) de la misma orientación 
que (z. za), y al signo —, de orientación contraria. 


12.3. Propiedades del producto vector 
Se verifican las propiedades siguientes: 


a x b= ib x al, (6) 
ax (ab) = a la x bl, m 
ax (b +e) = lax bl + la x el, 6) 


donde a, b, e son vectores arbitrarios y æ es un escalar. 

Estas dades se obtienen fácilmente expresando los produc- 
tos vectoriales que figuran en (8), (7) y (8) mediante las componentes 
de los vectores 

a= (aj, as, as), D= (bi Des ba), © = (Cn Ca Cahe 
según la fórmula (1) 
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Las fórmulas (6) y (7) también se deducen fácilmente mediante 
razonamientos geométricos. Sean a y b unos vectores no colineales. 
Si en el producto vectorial so permutan a y b, entonces el área del 
paralelogramo construido sobre los vectores a y b, así como la per- 
pendicular a a y a b, no varían. Solamente cambiará la dirección 
de c = a X b por la opuesta, lo que implicará el cambio de orienta- 
ción do la terna (a, ò, a XD). 

La multiplicación del vector b por un númoro positivo œ sola- 
mento implica el aumento del área del paralelogramo, construido 
sobre a y b,a veces, mientras que la dirección del producto vectorial 
pormanece invariable, Si a < 0, se tiene 


ex (ab) =a x (la |b) = Ja pla x (—b)] = 
= — |a |la x bl = a la x bl. 


Obsérvese también que de (6) y (7) se deduce que 
(aa) x b = —ib x (aa)] = —a lb x al = a la x bl. 
vsEmpLo 1. Hallar el ángulo A del triángulo ABC con los vérti- 


ces A = (1, 2, 3), B = (2. 2, 2), C = (1, 2, 4). 
Donotemos por w el ángulo buscado. Por lo tanto, w es el ángulo 


formado por los vectores AB y ÁC. Do la sogunda definición de 
producto vectorial, so tiene 


LAB AC | 


PETERT 
ELATI 
donde 
AÉ=(1,0,—0), AC=00,0, 1) 14B1=V2, 141=1, 
—> 41 
ABXAC =|1 0 
0.0 
De aquí 
moziy, nda o-i. 
Como 


BlÚ=(-1,0,2) y IBC R=5>/4C P+R p=14+2=3, 


hay que tomar o = 37/4. 
Observación. Si en el triángulo ABC el ángulo A es recto, entonces 


136 | = BC* = AC? + AB; si A es un ángulo obtuso, entonces 
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BC? > AC? + AB? si A es un ángulo agudo, entonces BC? < AC? + 
+4B. 

Psexrzo2. (de mecánica). Sean dados dos puntos A y B. Al pun- 
to B ha sido aplicada una fuerza, determinada por el vector F. 


Fig. Ma 


Hagamos a = AÐ. So llama momento de la fuerza F respecto del pun- 
to Ó al producto vectorial del voctor a por el vector F 


b=axF 


(véase la fig. 31a, AD = BC). 

El vector b (el momento de la fuerza F) es perpendicular a los 
vectores a y F y su longitud es igual al área del paralelogramo cons- 
truído sobre los vectores a y F. La dirocción del vector b depende 
del sistema rectangular de coordenadas que se tome en este problema. 

Eb la fig. 31a se ha tomado un sistema do coordenadas sinistrór- 
sum. La dirección del vector b so ha tomado de tal modo quo los 
vectores a, P, b también formen un sistema de sinistrórsum. 


$ 13. Producto vectorial-escalar 
[mixto] 
So Jlama producto vectorialescalar (producto mizto) de los vectores 
a, b, c en el espacio real tridimensional, a un escalar que es igual 
al producto escalar del vector a X b por el vector €: 
(ax 0) 0 (ab, aho, + (ar — ab) eat 
a, a, a 
bi ba dy 
C Cr Cs 


+(aba— arbi) c3 = - 0 


En virtud de la definición del producto escalar, 
(a X b)c = |a X b | praxe = (Ja |-[b | sen o) praxie. 
Por esto, evidentemente, también se puede decir que el producto 


mixto (a X b) e es igual al volumen del paralelepípedo construido 
sohre los vectores a, b, e, pero tomado con el signo + ó — según 
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que el sistema de vectores a, b, c tenga la misma orientación que 
el sistema de coordenadas 2,, Ze, z3 o la orientación contraria. Seña- 
lomos que | prase | es igual a la altura del paralelepípedo. 
Se verifican las igualdades 
la x b)e = (e X a) b = (b x e)a, e) 


que se deducen fácilmente de las propiedades del determinante (1). 
Si los vectores a, b, e están situados en un plano, entonces 


(ax be=0, 


puesto que a X b es perpendicular al vector e. Recíprocamente, si 
(a x b) e = 0, entonces el vector e es perpendicular al vector a X b 
y, por consiguiente, está situado en el plano de los vectores a y b, 
o bien, en un plano paralelo a este plano, 

Por lo tanto, la condición 

(axbdo=0 

es necesarta y suficiente para que los tresvectoresa, b, c sean coplanares. 

rampo i. Hallar la condición para que cuatro puntos pertenez- 
cana un plano, 

Sean dados cuatro puntos Ay = (2) ys 2) (=1,2.3, 4). 
Si estos puntos están situados en un plano, entonces los vectores 
Ad» AjAy, AJA, también están situados en este plano y, por con- 
siguiente, su producto mixto os igual a cero: 


A A 
(A,A X AJA A [28 YY i—i |=. 
UA UY HA 
Esta es la condición para que cuatro puntos pertenezcan a un 
plano (compárese con ol $ 9, (12). 
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Consideremos en R (real o complejo) un sistoma de k vectores 
a = (m Gen 00) (=A, 0. A) 4) 


Por dofinición, este sistema es linealmente independiente, si la igualdad 
vectorial 

MAA a. e) 
donde Ay, da, - . ., Aa son unos números (reales o complejos, res- 
pectivamente), implica que 


h=k%= 


-=A = 0. 
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El sistema de vectores (1) se lara linealmente dependiente, si existen 
unos números As, As, - . -, Ax, no simultáneamente iguales a cero, 
tales que se verifica la igualdad (2). Si, para precisar, consideramos 
que 44 56 0, entonces, de (2) se deduce que 


Aa o a, (0) 


donde k 
Aans 
METE Ma 


Por lo tanto, si un sistema de k vectores es linealmente dependiente, 
entonces. uno de ellos es una combinación lineal de los demás, o como 
suele decirse, depende de los demás. 

Coso siempre vamos a tratar de la dependencia Lineal, a veces, 
omitiremos el vocablo lineal. También diremos que los vectores son 
dependientes o independientes, on lugar de decir que ol sistema de vec- 
tores es dependiente o independiente, 

Un vector a! también forma un sistema, que es linealmente inde- 
pendiente si at 0, y dependiente si al = 0. 

Si un sistema de voctores a', . . ., a* es linealmente indepen- 
diente, entonces cualquier parte de oste sistema al, . . ., a* (8 < k) 
también es líuealmente independiente. En caso contrario, existiría 
un sistema no trivial de números %,, . - -, Ay tales que so cumpliría 
la igualdad 


Mal... 


pero, entonces, para el sistema Ay, . . «y Ag O, 
es trivial, se verificaría la igualdad 


E +... + 0a = 0. 
De todo esto se deduce que, si un sistema de vectores al, . a 
es linealmente dependiente, entonces, cualquier sistema completado 
A i 


+ 0, que tampoco 


-D 


posee la misma propiedad. En particular, e) sistema de vectores que 
contiene el vector nulo siempre es linealmente dependiente. 
Formomos la matriz determinada por el sistema de vectores (1) 


a-| | 
Gri lago yn 


TEOREMA 1. Si rango A = k, o sea. que el rango de A es igual al 
número de vectores, entonces el sistema (1) es linealmente independiente. 

Si rango A < k, entonces el sistema (1) es linealmente dependiente. 
6=0932 
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EmmpLo 1. Dos vectores al = (a, 0,5), a? = (am, 2,)) en el 
espacio real R, formen un sistema linealmente independiente si el 
determinante 


puesto que la ecuación vectorial 
ha! 4 jar 0 w 


es equivalente a dos ecuaciones para las componentes correspondien- 
tes 


ah tan d=0, < 

anh, + anh =0. © 

Poro si A # 0, ontonces el sistema (5) admite únicamente la solución 
trivial 

h=%=0 © 


Si A = 0, entonces las ecuaciones (5) tiene solución no trivial (4, A4), 
de modo que si A = 0. el sistema do vectores a', a? es linealmente 
dependiente. 

Evidentemente, decir que en XI, los vectores a! y a* son colineales 
o linealmente dependientes, es lo mismo. Pero, entonces también 
es lo mismo decir que los vectores a! y a? no son colineales o que son 
linealmento independientes. 

esempLo 2. Un sistema de vectores a', a°, .... a" (k >3) en 
el espacio real R, siempre es linealmente dependiente. Geométrica- 
mente esto está claro do la fig. 32: si e es un vector arbitrario y a, b 


ig 
Fig. 32 


son vectores no colineales, entonces siempre se pueden señalar unos 
números A y p, tales que 

c= ħa + pb. 
Esto muestra que el sistema a, b, e es linealmente dependiente. 
Ahora bien, si a y b son vectores colineales, entonces son linealmente 
dependientes, y por lo tanto, también son linealmente dependientes 
los vectores a, b, 0. 
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Según el teorema 1, para estudiar un par de vectores al, a? hay 
que escribir la matriz de sus coordenadas 
je a] 

la as 
En el caso considerado, k = 2. 

a) Si rango A =1<2= k, entonces el teorema 
los vectores al, a° son linealmente dependientes. 

b) Si rango A = 2 = k, entonces los vectores a, a? son lineal- 
mente independientes. 

Esto coincide con las deducciones hechas anteriormente, ya que 
en este caso, a) A = 0, b) A% 0. 

Del teorema también se deduce que tres vectores arbitrarios 
al, a?. al en R, son linealmente dependientes, pues 


rango A <2 <3 = k. 
esenpLo 3. En el espacio real tridimensional Ra, dos vectores 
a = (tyy, Oym Gya), a° = (041, Agy 025) 


son linealmente dependientes si, y sólo si, son colincales, 

En efecto, supongamos que a', a? son colineales. Si uno de los 
vectores dados es nulo, entonces estos vectores son linealmente de= 
pendientes, Si a! y a* sou colineales y no nulos, entonces 

a! = da, 
donde 4 es un número. Esto último sign 
mente dependientes 

Recíprocamente, si a', a* son linealmente dependientes, entonces 
uno de ellos depende del otro. por ejemplo, 

ap, 


irma que 


que a’ y al son lineal- 


o sen. que los vectores son colineales. 
Si consideramos la matriz 


a 
aoje a E 
Ay a 0 
entonces los elementos de las filas son proporcionales, por lo cual, 
rango A =1<2= k, 
o sen, la afirmación que hemos hecho concuerda con el teorema 4. 
xsmpLo 4. Consideremos ahora tres vectores en Ry: 
al => (Ay, Gis, Gra), 
aè = (aan dass Gz), 


aè = (035, Gan a). 
e 
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Sea 


La ecuación vectorial 
Mal + ha + haa’ 0 m 
es equivalente al sistema de tres ecuaciones 
an co) 


Grhit anhy Hanh 
ahy + ansha +03) =0. 
Si A #0, entonces el sistema (7°) tiene únicamente la solución 


entonces, la ecuación (7) tiene tam» 
y ol sistema de vectores a', a, al 


m) 


te la solución tri: 
es linoalmonto independiente. 
Si A = 0, entonces el sistema (7') y, por consiguiente, también 
la ecuación (7) admiten solución no trivial (M. As, A3). Pero, enton- 
ces, el sistema de vectores (a*, a°. a*) os linealmente dependiente. 
Pero aquí so puede detallar más: 
1) Sea rango A = 1, donde 


Or an la 
A 


ûn ly 
an ly 


Entonces al menos una de li 
que la primera, tiene siqui 
la matriz 


las de A, supongamos para precisar 
a un elemento no nulo, Consideremos 


A a 
ly la lay 


Esta es de rango 1, ya que todos los determinantes de segundo orden 
engondrados por ella son iguales a cero: 


Gn a| |an A 
an an| ian an 


Pero, entonces, evidentemente, las componentes de los vectores 
a? y a? son proporcionales 


| (8) 


ly ly 
Az an 


ta a. 
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o sea, 
Gn = Oh, 02, 


ly = Gh 
o bien, 
a =e. 


Similarmente, teniendo en cuenta que en la matriz 
lo la t 
n Gx as 


todos los determinantes de segundo orden también son iguales 
a cero, obtenemos que 


4 


apa, 


donde p es un número. Así pues, en este caso los vectores al, a?, a? 
son colineales. 

2) Supongamos ahora que rango A =2. Entonces una de las 
matrices compuestas por dos filas de la matriz A es de rango 2. Supon- 
gamos para precisar que es la matriz A” (véase (8), En virtud 
del ejemplo 3, los vectores a! y a? son linealmente indopendient 
Pero el sistema a!, al, a? es depondiente, o sea, que para cierta terna 
no trivial del números (y, Az. 2) 

hat + ha + Aga = 0. (9) 
Aquí As 0, puos en caso contrario tendríamos Aya! + Aga? = 0, 
y en virtud de la independencia del sistema a!, a”, resultaría 2 = 
>), = 0. Pero, entonces. en la igualdad (4) se puede despejar a: 


da e 
mma pa, Ls me A. 


igo A” = 2 (véase (8)), entonces los vectores 


Así pues, si A = 0 y 
y el vector a? está situado en el plano de estos 


al ya? son no colineal 
vectores. 
Los razonamientos 


puestos no contradicen al teorema 1. En 
efecto, si A 0, ent 3 = k y según el teorema 1, 
el sistema de vectores almento independiente, Ahora 
bien, si A = 0, entonces rango A <3 y el sistema de vectores 
al, al, a” os linealmente dependient 

DrdOSPRACION DEL Teonexa 1. La igualdad vectorial (2) es equi- 
valente a las siguientes n ecuaciones para las componentes de los 
vectores: 


Mtt het + +A =0, 


Att al ... 4 (2) 


Pilin hallan -oo 
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Sea rango A = k. Entonces, evidentomente, k < n. Existe un deter- 
minante no nulo de A-ésimo orden engendrado por la matriz A. Sin 
restringir generalidad, se puede suponer que éste es el determinante 
de los coeficientes de las primeras X ocwaciones del sistema (2'): 


hant ee) 


(10) 


Como el determinante del sistema homogéneo (10) es distinto de cero, 
éste sólo admite solución trivial 
M=... = 0, 


y el sistoma de vectores (1) es linealmente independiente, En este 
caso, el teorema queda demostrado. 


Supongamos ahora que rango A = s< k. Reordenomos la numi 
de las variables Ay y de los coeficientes ayy del sistema (2) de tal modo que 


Entonces, el sistoma de las primeras s ecuaciones puedo escribirse así: 


Oprah — 401, hiamh 


Ahh Hanham as, 


haa 


Haciondo ss, = . . + = a = 1, en el sistema dado so 
» +- Ay ASÍ obtenemos una solución no trivial de las primeras 


Mi ss de 


Ahora podemos añadir a estas s ecuaciones cualesquiera otras k — s ecuaciones 
def), ol sistema obtenido también tndrá como solución ol sistema no trivi 

hallado, Para explicar esta afirmación, escribamos formalmente el sistema (2) 
del modo siguien! 


Ree ed H. Apt! 


(2) 


ha +Hhntgnchrc0 4 ohh cOmO 


La matriz do los coeficientes de las ecuaciones obtonidas también es de rango s, 
asi como la matriz ampliada (¡con ceros a la derecha!). Las primeras z ecuaciones 
del sistema (2) se satisfacen por los números hallados O] 


+ 


Y por cualesquiera números Zag, - >=» An. En virtud de la afirmación 2) $ 
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gogla para Ja resolución de un sistema) los números ày, = + An también satia- 

facen las demás ecuaciones del sistema (2), o sea, os números Ar, 

(no todos iguales a cero) satisfacen las demás ecuaciones del sistema 
Asi pues, los vectores al, . . .. aà son linealmente dependientes y el teo- 

rema queda demostrado también en este caso. 
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Tomemos una matriz cuadrada arbitraria 
an >>> On 
ed a 


La matriz A se puede considerar como un operador que pone en corres- 
pondeucia a cada vector £ = (zy. Zn) €R, un vector y = 


A= llan li= 


= (Jis + > «+ Vn) ER, cuyas componentes se calculan por las fór- 
mulas 
MRE. Ha 
e caja AR (2) 
A -ee Haantas 
o abreviadamente, 
-3 imt, ca z 
1-2 2% 0 n), (2) 


o sea, la ¿ósima coordenada del vector y se expresa mediante la 
i-ósima fila de la matriz A. Este operador lo escribiremos abreviada- 
mento así: 


y=Ax (æ, y ER). (2 


En particular, en el caso del espacio unidimensional R, los vec- 
tores z e y son números, y el operador (2”) se convierte on la función 


y = az 


Nota 1. Si ap, y. más adelante, ban son números complej 
entonces hay que considerar que M, es el espacio complejo. Pero 
aan Da, Son números reales, entonces R, puede ser un espacio real 
o complejo. 

El operador (2°) es lineal. Esto significa que cumplo la propiedad 


A (ar + Ba) 


añz + paz 
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para cualesquiera vectores z, a" € R, y cualesquiera números a, B. 
En efecto, 


È ulz pz =a Y auz+B X aya =t 0.8). 


Si las matrices A = |f an; || y B = || day 1] son iguales, o sea, que 
sus elementos correspondientes son iguales, a; = bı entonces 
éstas determinan operadores idénticamente iguales: 


Az = Bz, Ve € Rp. 6) 
Recíprocamente, la igualdad (3) implica que 
an= bn Milk... n) 
o soa, la igualdad de las matrices A y B (A = B). Esto se comprueba 
fácilmente haciendo en (3) 
e=z=(0,...,0,1,0..., 0 

donde en el Lésimo Jogar ostá la unidad (L=4,.... n). 

Por lo tanto, a distintas matrices A les corresponden distintos 


radores; si dos matrices A, y Az so diferencian al menos en un 
elemento, entonces, necesariamente existe un vector z tal que 


Art h Ast. 
Supongamos que, además de A, se ha dado otro operador B, deter- 
minado por una matriz cuadrada de n-ésimo orden 
B = || bri ll 
A cada vector æ € R, lo coreespondo 


tor y € Rn. al cual, mediante el o 
tor z cuyas componentes se calcu 


mediante el operador A un vec- 
rador B, le corresponde un vec- 
por las fórmulas 


asà bavi (Ed... n) 
Como resultado, obtenemos un operador lineal compuesto 
z=BßBAz (z€R,), 0 


ri Js Jo A da Eme 


con la matriz || yas ll, denominada producto de las matrices B y A 
y que se denota por 


donde 


BA = |l vas llo 6) 


$ 15. Operadores lineales E 


siendo 


=- (k, j= +... R). (6) 
w= 2d (kj n). © 
Por lo tanto, para obtener el elemento yay de la matriz BA (pertene- 
ciente a su k-ésima fila y j-ésima columna), hay que multiplicar los 
elementos de la k-ésima fila de la matriz B por los elementos corres- 
pondientes de la j-ósima columna de la matriz A y sumar los resul- 
tados. 

El determinante de la matriz BA es igual al producto de los deter- 
minantes de las matrices B y A: 

IBA |= |B JJA l 10) 

Esta propiodad se deduce de la fórmula para el producto de deter- 

minantes (véase $ 2, propiedad )). 


Supongamos que el determinante de la matriz del operador A 
(véase (1)) no es igual a cero: 


a=la 10 


En oste caso (véase $ 4. leorewa 1), el sistema de ecuaciones (2) o, 
lo que es Jo mismo, la ecuación operacional y = Ax admite solución 
única æ € R, para cualquier y € Ra. Además, las fórmulas por las 
que se halla æ para un y € Ra dado, tienen la forma 


2,= È buy. g= aw (8) 


Aquí 
bas AA Bijal a.nn) v 
(véase $ 4, (3)), donde A.ş es cl complemento algebraico del elemento 
a, en el determinante “A 
Por cierto, ahora sólo es importante señalar que los números byy 
son los elementos de una matriz 


B 1105 llo 
que poseo las siguientes propiedades interesantes: 
BAr=z, VER (10) 
ABy=Y. WyERn» (11) 


En efecto, un vector arbitrario + € R so transforma mediante el 
operador A en un vector y, que a su vez se transforma mediante el 
operador Æ nuevamente en z. Por otra parte, a cada vector y € Rn 
le corresponde mediante el operador B (véase (8)) un vector æ tal 
que Az 
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Evidentemente, en la igualdad (14) se puede sustituir y por cual- 
quier otra letra, por lo que hemos obtenido la identidad 


BAz = Abz = z, Vz. 


El operador e = Ez, V z € Ri, se lama operador unidad. La matriz 
correspondiente tiene la forma 


1.0...0 
0 Los 0 


E POE > 
y se llama matriz unidad. Hemos demostrado que 
AB = BA =E. 


El operador B que posee esta propiedad se llama inverso del li 
«lor A y se denota por A-*. Respectivamente, su matriz se llama 
matriz inversa de la matriz A y también se denota por A”*, Los ele- 
mentos de la matriz A=* se hallan medianto los elementos de la 
matriz A por las fórmulas (9). 

Hemos demostrado que, si el determinante | A | de una matriz 
cuadrada A es distinto de cero, entonces existe la matriz inversa A“, 
Por Jo tanto. para A=* se cumple la propiedad 

AA = AA = F. 


Si el determinante de la matriz A es igual a cero (| A | = 0), 
entonces ésta no tiene matriz inversa. Es nte señalar que, en 
este caso la ecuación y = Az no tiene solución para cualquier y. 
Sin embargo. la propiedad AA-'y = y, si se cumplo, afirma que 
a cada y € Rn le corresponde (mediante el operador A=) un æ tal 
que os la solución do la ecuación y = Az. 

Nola. La operación de multiplicación de matrices so puede gene- 
salizar también a las matrices no cuadradas B y A, siempre que el 
número de columnas de la matriz B soa igual al número de filas de la 
matriz A. Entonces la multiplicación de las matrices so efectúa 
según unas fórmulas semejantes a (6). Por ejemplo, si 


123 E 
-f 1 o), a-f? 1) 
0.04 10 

la 3 
asko i). 
a 0; 


entonces 
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En este caso, el producto AB carece de sentido, ya que la ma- 
triz A tiene dos columnas y la matriz B tiene tres fi 

Para las matrices cuadradas A y £ tienen sentido los productos 
AB y BA, poro no siempre AB es igual a BA. Por ejemplo, si 


ai i) (50) 


aro 1). 24—(s o) 


AB + BA. 
menie se comprueba que 


(AB) C = A (B0). 


Si A es un operador lineal, entonces, la expresión Ax se puedo con- 
siderar como el producto de la matriz A por la matriz de una columna 


g 
Tn 
Sean dados los operadores linealos A y 8. Se lama suma de estos 
operadores al operador A -+ B determinado por la igualdad 
(4 + B)z = Ar + Bz, Vx ER 
Está claro que la matriz del operador A B coincide con la matriz 
al 


que es igual a la suma de las matrices de los operadores A y B. 
Fácilmente se comprueba que 


A (B +C) = AB + AC. 
Emptor Hallar la matriz inversa de la matriz 


120 
aeta) 
1 10 


La matriz A determina un operador lineal y = Az, que pone en 
correspondencia a cada vector x= (fi, Sa 23) uu vector y = 
= (Y Ya Ya) mediante las igualdades 


Y = 2 + 2an 
y: Tat Zas 
n+ sy 


entonces 
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Estas igualdades se pueden considerar también como un sistema 
de tres ecuaciones lineales en las incógnitas z}, Ze, z3. El determi- 
nante de este sistema es distinto de cero. Pero, entonces, este siste- 
ma admite solución para cualesquiera valores de yı, Ya, Ya. Como 
tado, obtenemos las igualdades: 


z = =h + Yo 
n= h- Yn 
=h t h +y» 


las cuales determinan un operador z = A-'y, inverso al operador A- 
La matriz de operador es 


-i0 »m 
a 10 -1). 
-11 1 


Esta os la matriz inversa de la matriz A. 
Los elementos do la matriz A~ so pueden obtener mediante cál- 
culos aplicando las fórmulas (9). Hagamos estos cálculos. 
Denotemos los elementos de Ja matriz inversa A~? mediante byy- 
So tiene A = f, bj = Asp 


Por lo tanto, 
basdAn= l, b=4A2=0 
ba=An=i, bss — Aa 
bn = An = 
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10 2 
aij 10 -3). 
-1i 1 1, 


EsempLo 2, Calcular el producto de las matrices BA, donde 


104 20 0 
a-o 1 3). 2-(0 3 3). 
a 14 2 1 —t 


El cálculo se puede realizar según las fórmulas (5), (6), pero 
se puede razonar también del modo siguiente, 

La matriz A determina un operador y = Áz, que pone en corres- 
pondencia a los vectores z = (zı. 22, Za) los vectores y = (Yi, Ya, Ys) 
mediante las igualdades 


En resumen, 


nentrn 
Ya = za + Zin 
n= n Hz +z 


Por otra parte, la matriz Æ determina un operador z = By, 
que pone en correspondencia a los vectores y = (Yi, Yas Ya) los 
vectores z = (2, n 24) medianto las igualdades 


Me 
la = Me + o 
za = Uy + Ya — Yu 


Pero, entonces, el operador 


z= BAr 
se determina por las igualdades 
a= 2 (z +2) = 2%, Fry, 
Za = 3 (z + 2ra) + 2 (2, + 22 +25) = 2, 45294824, 


ty = 2 (r, + za) + (8,427) (121) = 2 Hra 


Por consiguiente, el producto BA de las matrices B y A es la 


matriz 
2 0 
ssl 5 3). 
103 
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Introduzcamos en el espacio Ra (real o complejo) n vectores 


(1 


denominados vectores unitarios coordenados (versores) del espacio Ry. 

Se llama eje z, del espacio Ra al conjunto de puntos de la forma 
(0. >.. O. Za, 0, - . ., 0), donde za ocupa el k-ésimo lugar y re- 
corre todos los valores reales; el vector ¿* se llama vector unitario 
(o versor) del eje zy. 

Si a = (£;, . .., Z.) es un vector arbitrario (real en el espacio 
real Ra o complejo en el espacio complejo Ry), entonces, evidente- 
mente, ésto puede expresarse en forma de una combinación lineal de 
los vectores (1) de la forma siguiente: 


EE A 10) 


Como la igualdad a = (z,. ..-, za) = O implica que z; ==. 
. = 2, = Ô, el sistema 'i)'es linealmente independiente. 
Tomemos un sistema arbitrario formado por n vectores lineal- 
mente independientes 
sas Gm). 
. 8) 
~r ânn). 


Como ya sabemos (véase $ 14, teorema 1), el sistema (3) es lineal- 
mente independiente si el determinante 


(a, 


= (an 


(4 


Si  = 0, el sitema (9) es linealmente dependiente. 

ogún el teorema 1 del $ 14. cualesquiera n -+ 1 vectores en el 
espacio R, son linealmente dependientes, puesto que el rango de la 
matriz formada por las componentes de estos vectores no es superior 
a n. Por esto, sia = (23, . . ., Zn) es un vector arbitrario y el siste- 
ma do vectores (3) es Imente independiente (A =* 0), entonces 
el sistema de vectores al, . .., a”, a es linealmente dependiente, 
o sea, existen unos números Ans ntis no simultáneamente 
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iguales a cero, tales que 
o hatt... + ina + hana = 0, 
donde n41 7 0 (en caso contrario. el sistema (3) sería linealmente 
dependiente). De aquí 
a= xa, (5) 
a 


donde zim?» (k=ú, ..., n) son unos números. Expresemos 


la suma (5) mediante los vectores unitarios coordenados į% 
(véase (2)): 


am È i (Šani) = Š (È oni 
Por otra parte, según (2), 
E 


En virtud de la independencia lineal del sistema i, ..., 4%, los 
coeficientes de vectores iguales if tienen que ser iguales: 


=-2 anm (md n). (6) 


Por lo tanto, si se conocen las componentes z; del vector a en el 
sistema i, ..., 4%, entonces Jas componentes z; de este vector on 
el sistema at, . ... a* se hallan por las fórmulas (6) y, además, 
univocamente. ya que el determinante del sistema (6) es distinto de 
cero, A #0. 

Hemos demostrado que cualquiera que sea el sistema linealmente 
independiente de vectores a!, .... .. a”, cualquier vector a € Rp se puede 
desarrollar por este sistema, o seu. se puede expresar en jorma de una 
suma (5), donde zs, . . .. zn son unos números, que se determinan en 
(6) y, además, univocamente. 

En este sentido el sistema de vectores al, . . .. a" se Mama base 
en R,. Esto significa que cualquier vector a € Zi se puede expresar 
en forma do una combinación lineal (5) de estos vectores y, además 
univocamente. Hemos demostrado quo cualquier sistema linealmente 
independiente de n vectores de R, es una base en Ry. 

Un sistema linealmente independiente formado por m vectores 


An) 


(amy + Amn), 


(ars +e- Gims Gr, mer 


+r mms Gm, mèy 
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donde m < n, no es una base en F. En efecto, el rango de la matriz 
de las componentes de estos vectores es igual a m. Supongamos que 
Jas primeras m columnas de esta matriz forman un determinante 
distinto de cero. Ampliemos esta matriz, añadiendo abajo la fila 


am = (0, 0, 1, 0, +...» 0) 


donde el 4 ocupa el (m + 1)-6simo lugar. La matriz ampliada es de 
rango m + 1 y, por consiguiente, el sistema de vectores... .. a 
amel es linealmente independiente. Pero, entonces, el vector a” 
no puede ser una combinación lineal de los vectores del sistema 
al. .... q, y oste sistema no es una base en Ra. 


Denotemos por 
Oy yz + Gin 
na era! 
Any Ong oo. Ann 


la matriz de los vectores (a! a). 


El cambio de la base (it, +.., iM) a la base (al, +. «y an) so realiza mo- 
diante la matriz A: 


m 


que el vector ak so expresa mediante los vectores it aplicando la k-ésima 

fila de la matriz A. El cambio inverso de (at, - . ., a") a (E, + +=, i) se rooli 

mediante la matriz inversa A-t (véase $ 45, (9)) 

AN 0) 

a 

cuyos elementos se calculan según las fórmulas bp, = ES londe Az, es el adjun- 

to del elemonto a en ol detorminante A (señalemos que el elomento buj, per- 
meciento a la -Gafma fila y la Lrésima columna, se expresa mediante el adjun- 


Ai del olomento ay. perteneciente a la Cósima fila y rósima columna). 
almos también que 


i 


E 
de dondo 

“2 bna (o 
o sea, el cambio de las coordenadas (zi, «+.» 3n) 8 (zi, «==, 34) se realiza 
mediante la matriz (véase $ 3, (2)) > 


May = wm. 


1) Aunque el texto que se expone a continuación se presenta con letra peque- 
sa, recomendamos leerlo. En el Y 17 se cita (9). ds 
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Pn (9) se observa que =/ so expresa mediante Zp aplicando la Lésima 
column ois marie Pp EE a 
ta a Ja matriz A-is 

A P Por otra parte, en la fórmula (8) 


a) 


2d anzi em 
pr azi 

se observa que el cambio de (z, . a (em > -s Zn) so realiza mediante 1 
rr RAI Loe doe a 


aijt y tPlicando la sésima fila do Ja matriz A" o la sésima columna de la 
maiz "As 


Nota. En el $ 14 se había establecido que una matriz cuadrada arbitraria 


an( 


determina up operador lineal y = Az (z € fig, y € Ra), definido según las fót- 
mulas 


10) 


pom Y euz Mem 0 an 


Pero también se verifica lo recíproco: cualquiera que soa ol oporador lineal 
y = Az (2 € Rm, y € Rn), Éste so detormina por una matriz (10) de tal modo 
ue el voctor y'= Az se calcula según ol voctor y = Az por las fórmulas (11). 

En efecto, sea dado un operador lineal arbitrario y = Aa (€ € Any y € Ro) 
otemos Jas imágenes de los versores ¿* medianto el operador A"del modo 
jente: 


A(iN= (ain Gan, 0001 ani) = Ñ) anih 
A 
(ON 
Entonces, como A os línoal, un vector arbitrario 


ama bi Y) zi 
& 
se transforma mediante A en un vector y, detorminado por las igualdados 
42m A(Y) 24) = Y zau 2, Y) audi ansza) ih, 
FEAS AA A O 0) 
de donde se doduce quo la A-ósima componente de y se determina por la fórmu- 
la (11). Por lo tanto, ol operador A engendra una matriz ($0) tal que las columnas 


constan de las coordenadas do las imágenes de Jos vectores do la baso (versores) 
mediante el operador A. 


rsempLo 4. Hallar la matriz del operador lineal (de la transfor- 
mación) A quo consiste en una rotación de los vectores del plano Ry, 
que parten del origon, un ángulo a (0< a < 7/2) on sentido con- 
trario al del movimiento de las agujas del reloj. 
1 
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Consideremos la hase formada por los vectores it 
P= (0, 1). Entonces, evidentemente, (fig. 33), 


A (6) = (cos a, sen a), 
A (8) = (sen a, cos a). 


Fig. 33 


Por lo tanto, la matriz del operador en cuestión tione la forma 


q (cosa senal 
Sheng cosa)" 
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So dico que dos vectores no nulos æ, y € Rp, tienen la misma direc- 
ción, si existe un número positivo 2 tal que x = Ay. 

Un vector arbitrario no nulo æ € R, so puede normalizar susti- 
tuyéndolo por el vector unitario 

4 
y= pe Ui=0, 

que tione la misma dirección que el vector z. 

Un vector unitario (cuya norma (o Jongitud) es igual a 1) se Mama 


normal. 
Dos vectores æ e y en el espacio Ry se llaman ortogonales, si su 
producto escalar os igual a cero: (œ, y) = 0. Aquí A, puedo ser real 
o complejo. En el caso de Ra complejo, el producto escalar se define 
como en el $6, (5). 
Un sistema de vectores 
a, a 2 € Ra (1 


se Mama ortogonal, si cualesquiera dos de sus vectores son ortogon: 
les, Un sistema de voctoros (1) se llama ortogonal y normal o tambi 
ortonormal, si 


| 
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o sea, si todos los vectores del sistema son normales y ortogonalos 
dos a dos. Si un sistema de vectores (1) es ortogonal y ninguno do 
ellos es nulo, entonces normalizándolos, obtenemos, evidentemente, 
un sistema ortonormal. Un sistema ortonormal (1) es linealmente 
independiente. En efecto, supongamos que 


Aa t han? Hana H ha? = 0, 


dondo a, . . ., Ay son unos números. Multiplicando escalarmente 
esta igualdad por 2*, obtenemos 


dl 2)=24=0 6=4.. 


lo que muostra que el sistema (1) es linealmente independionto, 
Entonces, el sistema ortonormal formado por n vectores de R, os 
una base y, por consiguiente, todo vector a € R, se puede expresar 
como una combinación lineal 


a -È Art. (2) 


Multiplicando escalarmente esta igualdad por 2”, obtenemos 
la, 2) =d (s=1,..., 2) 
y. por consiguiento, 


ù (a, 2, Va C Ry 


El número (a, 22) (|æ j = 1) se Mama proyección del vector a sobro 
la dirección del vector z*. En el espacio real Aa, la magnitud (a, 2") 
os la proyección numérica ordinaria del vector a sobre la dirección 
del vector 2%. 

teonexa 1. Un sistema ortonormal de vectores 


aa... 2 (v <n) 


se puede completar hasta una base ortonormal en R,. En otras palabras, 
siempre se pueden señalar unos vectores al, .”.., a^ tales que el 
sistema 


A AN (3 
sea ortonormal y, por consiguiente.) represente una base en Ra. 


DEMOSTRACIÓN. Como v < n, existe en R, un vector a que no 
depende linealmente de zt, . ..., 2. Pero, entonces, 


È (a, Paty, 


as 
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donde y + 0. El vector y es ortogonal a todos los vectores at, . ... 
., 2%, En electo, 


(mala E (a, 22, 2) 
=(a, 2)—(a, 2)=0 (s=1, ..., vw) (4 
Normalizando el vector y, obtonemos el vector 
y (at=), 


y ol sistema 
>. 2930 


es ortonormal. Si v + 1 = n, obtenomos una baso en Zn. En caso 
contrario, juamos este proceso. En Ja (n — v)-ésima etapa 
obtendremos una hase (3) en Ra. 

El sistoma de vorsores en An 


t=, 0, 0,. 
P=0,1,0. 


0. 0), 
0, 0), 


puedo servir de ejemplo de baso ortonormal en Ra. 
Un vector arbitrario a = (21. . . ., Xa) € Ra admite un desa- 
rrollo por los vectores unitarios coordenados de la forma 


donde z} = (a, i) (k = 1, ..., n) es la proyec 
sobro la dirección dol vector coordenado unitario i". 
Soa dado un sistema ortonormal determinado de n vectores 


(6) 


o bien, ' 


my m 
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El cambio de los vectores i) a los vectores (aè. ..., a") 
se realiza en este caso mediante la matriz 


(8) 


o sen, el s i" aplicando la 
k-ésima fil la matri: 
A continuación, consideraremos que el espacio R, y la matriz A 
son reales (vénso más adelante la nota 2). 
Esta matriz es ortogonal, o sea, posee la propiedad siguiente: 


Y tati (k,l + n). (9) 


En efecto, como en el caso dado el sistema a’, . . 
normal, se tieno: 


Su= a, ay (Š ai, È, an 


aa 3 3 ansan (Ë, 


paraw (10) 


Vemos que, recíprocamente. la ortogon: 
ca la ortonormolidad del sistema de vectoros a'. . 
nados por las fórmulas (7) 

Esto muestra que las fórmulas (7), donde || ay, || son matrices 
ortogonales arbitrarias, determinan todas las bases ortonormales posibles 
en Ro, 
Multipliquemos escalarmento el vector i por el vector al: 


d de la matriz (8) impli- 
a”, determi- 


(i, at) = axi 
De aquí, obtenemos 


i= D (Ë, a= È a. a 


Por lo tanto,jel cambio do la base {a', . . , a") a la base (ñ, . 
se realiza mediante la matriz A”, que es traspuesta a la matriz A. 
Como las transformaciones (11) son inversas alas transformaciones (T) 
(véase $ 15), queda demostrado también que una matriz ortogonal 
tiene la interesantísima propiedad siguiente: 


Al 
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De (11) so deduce que 


nsi", i È ana, É ana") 
a A 


enano, a)=È anta 02) 


Habíamos definido la matriz ortogonal como una matriz tal, 
quo sus filas (los vectores quo éstas representan) son normales y las 
distintas filas son ortogonales. Como se observa en (12), do esta defi- 
nición inmediatamente se deduce que en una matriz orlogonal las 
columnas también son normales y que las distintas columnas son 
ortogonalos. 

El cambio de (£, o 
matriz (véase (9) $ 10, 2" = Az) 


(VJ = Af A, 


) so realiza mediante la 


o sea, (considerando que a= X) ría!) 
A 


(13) 


ETSA Gr 


mientras quo ol cambio de (zj, . . . z4) a (Zi, +.» Za) se realiza 
(véase (6) $ 16) mediante la mat que os traspuesta a A, o sea, 


a Et 


Señalemos que 1 determinante de una matriz ortogonal arbitr: 
ris g (véase (0)) oson valor abeoluto iguala 1: ILAI = Iian | l= 


Esto so debe a que 


lar lan-tal =] È aran 


Aquí se ha tenido en cuenta que el elemento ya; del producto de dos 
detorminantes es igual a la suma de los productos de los elementos 
do la k-ésima fila por los elementos correspondientes de la ¿-ésima 
fila (véase $ 2, propiedad j)). 
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Señalemos también que el determinante formado por las compo- 
nentes de los vectores de la base i, ...., i" es igual a 1: 


Si el determinante de Ja baso ortogonal al, ... ., a" es igual a 4, 
1A | = 1 (véase (6)), entonces se dice que esta base tiene la misma 
orientación que, la base it. ..., iè. Si | A | = —1, se dico quo la 
orientación es contraria. Estas definiciones concuerdan con las defi- 
úniciones respectivas en los casos bidimensional y tridimensional 
expuestos en el $ 11. . 

"Nota 1. Si en la matriz A (véase (8)) las coordenadas del vector a* 
enla base (il, . . ., i) las hubiésemos colocado en la k-6sima co- 
lumna (œ = 1, . . .. n), entonces el cambio de las coordonadas del 
vector z’ a las del vector æ se realizaría mediante las filas de la ma- 
triz A. El cambio de z a x’ en la fórmula (13) se realizaría mediante 
la matriz A”. 

Nota 2. En el espacio complejo R, la matriz (8), siendo ay 
complejos, se llama ortogonal si 


(9) 


Demostremos que un sistema ortonormal de vectores (6) (ó (7)) 
on el espacio complejo Za engendra una matriz ortogonal A (véase 
(8). En efecto, en el espacio complejo Ry el producto escalar de los 
vectores æ, y cumple las propiedades (véase $ 6, b'), c')): 


Eu) = Ww, 2) (ax + py, 2) = a (z. 2) + B (y 2, 

siendo} œ, $ números complejos. Entonces, 
(e, ay+p:)= (ay F Pz, 2) = (0y, 2)+ (Èz, 2) 
al a)+pE, a)= a(z, y) +P, 2). 


Pero, entonces, para un sistema ortogonal de vectores a’, . 
so verifica 


Ea ao) È È ar > 


$u=(a, a” 


=$ $ ñrtr=3 aña (0) 


Aa 
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de modo que la matriz A es ortogonal. Vemos que, recíprocamente, 
la ortogonalidad de A implica la ortonormalidad de los vectores 
al, .. .. a% determinados por las fórmulas (7). 

e altos escalarmente el vector ¿' por el vector a” (véase 
O: 


0, mt, È ani) = È a. =T 
De aquí 
i= (i, aya 3 aya, (11) 


Por lo tanto, el cambio de la base (a, +. a") ala base (8, ... 


«+ i) so realiza mediante la matriz 


a 


Como las transformaciones (11°) son inversas a las transformacio- 
nes (7), queda también demostrado que la matriz ortogonal A cumple 
la siguiento propiedad notablo: 


At (14) 


De (11') se deduce que 


bu=(, i= (È Tna, È Enar) 


È Tarand = $ non 
Por consiguiente, las igualdades 
bum È Enan (k, bæi, .... n) 
(así como (9')) pueden servir como definición de matriz ortogonal A. 
En virtud de (14) y de los resultados generales obtenidos en el 


$ 16, señalemos las matrices que realizan las transformaciones orto- 
gonales que se dan a continuació 


donde (25, . . ., Zn) y (zi, - » -, 24) son las coordenadas do un vec- 
tor arbitzario en el espacio complejo Rs respecto de la baso (Ñ, - 
y de la base ortonormal (al, ..., a”), respectivamente. 
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Finalmente, la igualdad || A || = 1 se demuestra en el caso 
complejo así: 
10 0 
se A - 01 0 
HAY] 134,1] È ara] =| ¿Jal 
000...t 


Las matrices ortogonales también se llaman unitarias. 


$ 18, Propiedades invariantes 

de los productos vectorial 

y escalar 
Nota. Consideremos dos sistemas rectangulares de coordenadas en el 
espacio real tridimensional, (Zy, Ta, Z3) € (Yı, Va, Ya). con los siste- 
mas de versores (1, i, 8) y ($%, $, j’), respectivamente. Suponga- 
mos que 


(k=1, 2, 3) (1) 


(compárese con (7) y (13) $ 17). Entonces, la matriz (roal) 
A = 0 ll 
es ortogonal y (véase (13) $ 17) 
s 


n=} tut, (l=1, 2, 3) 0) 


Un mismo punto (on vector) del espacio tiene en el primer sisto- 
ma las coordenadas (las componentes) (sı, Ze, 24) y en ol segundo 
sistema, las coordenadas (Yi, Ya, Ya). Además, las fórmulas de trans- 
formación do las coordenadas (el cambio de (21, Zs, 13) a (Vi, Ya» Ya) 
son exaciamento iguales que las fórmulas de transformación del 
sistoma de versores (i, E, ¿%) al sistema de versores (¿2 j°, j°). 
es ps sa pla Vo ln JAS ortogonal (véase (13) 
y G) del $ 17) 


A = Ilar li 
En el primer caso, la matriz A se aplica al sistema de números 
{čis Za. Ta) para obtener el sistema de números {y}, Ys, Ya), y en el 
segundo caso, la misma matriz A se aplica a los versores (if, i, i) 
para obtener los versores (j*, j°, 
Enunciemos la defia general 
tensorial. 


vector admitida en el cálculo 
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Se llama vector en el espacio tridimensional a un objeto que se 
exprese en todo sistema rectangular de coordenadas mediante una terna 
de números, que se transforman del mismo modo (mediante la misma 
matriz) que las ternas de los versores de los respectivos sistemas de coor- 
denadas. 

Una terminología semejante se aplica también en el caso de los 
espacios n-dimensionales. 

Sean a y b dos vectores del espacio (real) tridimensional, definidos en los 


sistemas do coordenadas con los versores (P, %, P) y (f, P, f), dol modo si- 
guientes 


Hanta manji Han PH p 
ho PAD, Pb O P Hy 


Se verifica la igualdad 
a 


a- 


ci 


a 
cese 2 torta, 


la cual muestra que el producto escalar 
ciones de los sistemas rectangulares de c 

En efecto. como los sistemas do vectores dits i, D) y (jt, 7, 7) son orto- 
normales, éstos se transforman según las fórmulas (1), dondo | æ, es una ma- 
triz ortogonal. Las componentes del vector a= (ay, dz, ayy) 50 transforman 00 
las componentes (ay,» ayy: ay, modianto la misma matriz (véase (2)). Por lo 
tanto, 


invariante respecto de las transforma» 
lemad 


23 A a 
=2 D enl orn) nbad. (3) 


Homos demostrado medianto cáleulos que ol producto escalar ab os invariante. 
For cierto, de la otra definición de producto escalar de los vectores (de Jos seg- 
montos orientados), de la definición geométrica, en virtud de la cual ab = 
= |b| pra, inmediatamente so observa que este númoro es invariante, ya 
«que osta definición no está relacionada con ningún sistema de coordenadas. 

En lo quo se rolicro al producto vectorial a XD, éste es invarianto respecto 
de los sistemas rectangulares de coordenadas de la misma orientación. En los 
sistemas con los versores (f, d, E) y (fi, Jh P), el producto escalar se expresa 
del modo siguiente: 


e. q 
das 
Bay day dea 
PrP 
laxblp, p, p=| AAA 
bon By Puy 


lax bla, a, n=l . 
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En virtud de 


fórmulas (1) y (2), se tiene, 


Y cui Y anit Y ai 
cl Wa 
kax bl, j, p=] $) aasan, X) aasin X) aasany 
2 7 7 
Y anba Y) Sad, Y) Sad, 
[Qt 2 e a 
D P ijan an t i i 
=| exs Ong A ES IA 
Bey bag bag [|as as as Bay bag bag 


dondo hay que poner el signo -+ ó — sogún que el determinante | 21, | sea igual 
24 02,0 do que ea do mismo, segin que la translormación conil dorada de 
las coordenadas cambie la orientación O no. 

“En el caso dado, al multiplicar Jos determinant 
siguiente: 

El elemonto yin do li 
ducto de la (-ásima fila 
dotorminante (véase $ 2. propiedad J) 

En resumon, queda demostrado medianto cálculos, que el producto vectorial 
de dos vectores es invariante respecto de las transformaciones de los sistemas rectan= 
gulares de coordenadas que no varian la orientación. 

Las transformaciones (3), (4) son interesantes porque se generalizan al caso 
importantísimo "del anälisis' matemático del voctor simbllico nabla Y = 


n'in ' OT, 


se ha utilizado la rogla 


jatriz dol producto II yy | se determina como el pro- 
"primos determinante Por la Aseo fila del soguado 


$ 19. Transformación 
de las coordenadas 
rectangulares en el plano 


Consideremos el plano X, en el que se ha introducido un sistema 
rectangular de coordenadas (x,, 74). Sean 


P=(,0, P=0,1) 


los vorsores de los ejes zı, zz. Los versores it, i forman una base 
ortonormal en Ry. 
Un vector unitario (normal) arbitrario b? puede expresarse del 
modo siguiente: 
b = (cosa, sena) (0<a<>?m). 
Un vector unitario ortogonal (perpendicular) a 6*, que denota- 


remos por b*, sólo puede corresponder al ángulo a +3 ó a — 7. 
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Como 


cos(a+F)=—sona, sen (a+) = cosa, 
cos(a—F)=wma, sena) =—eosa, 
todos los sistemas ortonormales posibles ð, b° en Ry se determinan 
por las igualdades (fig. 34) 
bi = it cosa-+ itsen a, 


dance] 020, 0) 


correspondientes a la rotación de los ejes en torno del origen un 


Fig. 34 Fig. 35 


ángulo a conservando la orientación, o por las igualdades (fig. 35) 
b os a+ F SONA, } 


b= i! sena + ¿*cosa, 


(1) 


correspondientes a la rotación de Jos ejes en torno del origen wa ángu- 
lo a cambiando la orientación. 
“Ambas transformaciones se reúnen on la siguiente fórmula común: 


b = ani + a, (0) 
b = ani! + an’, 
donde la matriz do la transformación 


10) 


Gn a 


es ortogonal (la suma de los cuadrados de los elementos de cada una 
de sus filas o columnas es igual a 1, mientras que el producto esca- 
lar de dos filas o columnas distintas es igual a 0) 

Cualquier transformación ortogonal determinada (1) es en reali- 
dad una de las transformaciones (1) o (1°) para cierto a. 
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Como la matriz (2) es ortogonal, de (1) se deduce que 


P= anb + anb, 8) 
P = a+ agb, 


con lo que obtenemos la transformación inversa a (1), cuya matriz 


ar On 
yz Age 


|. 


es conjugada a A. 

Tomemos en el plano un vector (un punto) arbitrario a. Supon- 
gamos que en el sistoma antiguo tieno las coordenadas (21, z4) 
y en el sistema nuevo, Jas coordonadas (z, z). Entonces, 


acn? t zi = A 4 
En virtud de las fórmulas (3) y (6), se tiene, 
al + rb = 2, (2d! + 21D) + 24 (aab + anb’) = 
= (yt + rta) d+ (Uat, + g9 ta) ° 


e igualando las componentes para los versores bt, bè iguales, respec- 
tivamente, obtenemos: 


z R en, © 
PET UT 


n= 


Ahora bien, en virtud de las fórmulas (1) y (4), 


20 4 zai? = 2 (ll + a) + 7 anë + ai) = 
= (anti + anz) i (at H Aati) P, 


de donde, igualando las componentes de il e iè, obtenemos las fór- 
mulas inversas a (5): 


E ana 


21= 01st + at, 


} © 


Si, además de la transformación (6), hacomos una traslación 
del origen de los ejes af, 25 al punto O con las coordenadas z, = at, 
z, = z, entonces las fórmulas (6) se complican, evidentemente, 
del modo siguiente: 


TA Hant HaT } 


1+ ati + Oat w 
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En resumen, una transformación arbitraria do las coordenadas 
rectangulares (zı, z4) en las coordenadas rectangulares (2;, 2:) acom- 
pañada de una traslación del origen del sistema (z,, 7.) al punto 
O' = (af, 22), se expresa por las fórmulas (7). donde la matriz 


lo an | 
Oar aa 
es ortogonal. 
La transformación correspondiente que conserva la orientación 
del sistema de coordenadas tiene la forma 


(rm 


2,2% +t cosa— z; sena, 
T= +2 senadas cosa ] 
y la transformación quo cambia la orientación, la forma 
+x,cosa +2, sena, 
224 sonar cosa ] 


n= 


las matrices de los coeficientes de x; y 2; en (7’) y (7°), son las tra 
puestas do (1') y (1), respectivamente). 
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Un conjunto L en Ra (L = Ry) se llama subespacio lineal del espacio 
Ry o, abreviadamente, subespacio en An, si la pertenencia a / de dos 
vectores arbitrarios æ © y (z, y € L) implica que el vector ax + Py 
también pertenoce a L (az + fy EL) para cualesquiera números 
a y p*). Un subespacio L se lama m-dimenstonal, si existe en el 
mismo un sistema linoalmento independiente al, . . ., a” compuesto 
por m vectores, pero no existe ningún sistema compuesto por m + 1 
vectoros linealmente independientes. 

En este caso, sia os un vector arbitrario de L (a € L), ontonces el 
sistema al, ... ., a”, a es linealmente dependiente, o sea, existe un 
sistema no trivial de números M, . . ., Am: Am41 tales que 


da da” doma = O. (1) 
AQUÍ Am+1 5% 0, pues en caso contrario sería 
a+. ar 0 


y en virtud de la independencia lineal del sistema a”, 
resultaría M =... = Am =0, y todo el sistema A, ++, Amy 


7) Fécinene so comprueba que un subespacio lineal también es un epa 
io imeal (véase la mota $ en el ap. 8.5) ya que se cumplen las" propiedades 
1)--8) enunciadas en el ap. 8.4. (Nota del Try 
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Am4 sería trivial, Entonces, en Ja ecuación (1) se puede despojar a: 
a=uat+.. una” (py —2/Am+1), (2) 
o sea, que este vector puede expresarse como una combinación lineal 
de los vectores a!, . . ., a”. Por otra parte, una combinación lineal 
de la forma (2) pertenece a L, puesto que L es un subespacio. Por 
lo tanto. se dice que el sistema al, ...., a” es una base en L. Está 
claro que cualquier otro sistema linealmente independiente de vec- 
tores Bl, ..., b” pertenecientes a L es una base en L. 
Desarrollando los vectores b* por los vectores al, ..., a”, 
obtenemos 


mM). 


"-3 bua’ (1, 


Razonando de ua modo similar a como se hizo en el $ 16 para Ra 

(donde ahora hay que sustituir ¿* y a* por a” y b", respectivamente), 

so puede demostrar que ol sistema b', . . .. 0% es linealmente inde- 

pendiente si, y sólo si, el detorminante | by, | es distinto de cero, 

jêne 170, y que cualquier sistema independiente compuesto por 
< m vectores ya no puede ser una base en L. 

El espacio Ha se puede considerar como un subespacio do My 
que tiene dimensión n- 

El conjunto formado por el único vector nulo O, es un subespacio 
lineal 140 -+ fO = 0); suelo decirse que éste tione dimensión O. 
El voctor O no forma un sistema Jinealmento independiente, ya que 
la igualdad 20 = 0, dondo 2 es un número, no implica necesaria- 
mente que À sea igual a cero. 

Si a" os un vector no nulo, z" + 0, entonces ol conjunto de los 
vectores de la forma Ax’. donde À es un número arbitrario, es un 
subespacio unidimensional. Em ésto se puedo tomar por baso el voc- 
tor g. 

Sea L un subespacio lineal en R,, So dico que wn vector v € Ra 
es ortogonal a L, si os ortogonal a cualquier vector u € L. Denolemos 
por L’ el conjunto de todos los vectores que son ortogonales a L. 
Entonces, Z’ es un subespacio en Aa. En efecto, sean o, v’ € 
o sea, que 


(e. u) =0, Vu €L; 
(W, u) = 0. Vu €L. 
Entoncos, para cualesquiera números a y $ 
(av + Be’, u) =a (v, u) + B (0, u) = 0, Vu €L, 


o sea, av + po EL. 

Por dofinición, un subespacio L' c= Ry se llama ortogonal de un 
subespacio dado L œ Ry, si L’ es un conjunto de todos los vectores 
de Ri, cada wno de los cuales es ortogonal a L. 
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A continuación se demuestra un teorema que clarifica la estruc- 
tura del subespacio arbitrario Z = R, y del espacio ortogonal de ól 
L’ c R,. En particular, de aquí se deduce que si L’ es el subespacio 
ortogonal de L, entonces viceversa L es el subespacio ortogonal de L’. 

Trorexa 1. Sea L un subespacio lineal distinto de R, y del subespa- 
cio nulo. Entonces: 

a) existen un número entero m que satisface las desigualdades 


1<m<n 15) 
y una base ortonormal 

Aa 0) 
en L; si esta base se prolonga de cualquier modo hasta la base orlonor- 
mal en By 


sd 6) 
entonces el subespacio lineal L” con base 

Pa (6) 
posee las stguientes propiedades; 

D) Z’ es un subespacio ortogonal de L; 

©) L es un subespacio ortogonal de L’; 

d) todo vector a € R, puede representarse en forma de la suma 

auto 
donde u € L, v E L’ de un modo único. 

DemosTRACION. Según la hipótesis L so distingue del subespacio 
nulo, por consiguiente, en L existe un vector æ distinto de 0. Nor- 
malizando + obtenemos el vector normal 
1 


jæ 
z Tel 


Designemos con a? cualquier vector normal perteneciente a L y orto- 
gonal a a' (Ja? |=1, (a, a) =0) si existe tal vector. Luego, 
designemos con a* un vector normal perteneciente a L y ortogonal 
a a y al (ja? | = 1, (a%, al) = (a°, a?) = 0) si oxiste tal vector. 
Este proceso terminará en una m-ésima etapa donde m satisface las 
desigualdades (3), es decir, se hallará el sistema ortonormal de 
vectores (4) pertenecientes a L, pero ya no existirá en Z un vector 
unitario ortogonal a los vectores al, .. En rigor, m > 1, 
puesto que es evidente que a* € L. Por otro lado, m no puede ser 
igual a n. En el caso contrario los vectores a?, . . ., a” pertenecerían 
a L, perteneciendo conjuntamente a este mismo subespacio L todas 


las combinaciones lineales 2, Aa* y entonces resultaría que L 
7 N 
coincide con Ry, pero L es distinto de Ra. El sistema ortonormal 
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obtenido at, .... a” es base en Z. De hecho, junto con los vectores 
al, ..., a” también pertenecen a L todas las combinaciones linea- 


les de ellos X Ana”. Pero on L no hay otros vectores porque si admi- 
i 


timos que cierto vectora € L no es una combinación lineal, a puede 
ser anotado como la suma 


a 3 (a, ar y m 


donde y =* 0. Puesto que los vectores a y a* pertenecen al subespa- 
cio L, concluiríamos que el vector 


- 3 (a, atar 
E 


el vector y es ortogonal a todos los 
als=1,..., m) (véase el $17, (4). El vector normalizado 


a In ® 


también pertenecería a L y sería ortogonal a todos Jos a* (k = 

. +1 m). Poro esto es imposible en virtud de la propiedad 

jal del número m. Así queda demostrada la afirmación a) del 
teoroma. 

La completación del sistema ortonormal (4) hasta unu base 

ortonormal (5) en K, se realiza de acuerdo al teorema 1 del $47. 

Denotemos por L’ el subespacio de todas las combinaciones line- 


alos o= Y „mat de los vectores del sistema (6). Está claro que 


pt 

cada uno de estos vectores es ortogonal a cualquier vector n €Z, 
Ezr] ` 

que”so expresa on forma de una suma u= X: Aa", Por otra parto, 


si aG R, es un vector arbitrario, ortogonal a todos los vectores 
uEL y, en particular, a los vectores at, ...,a™, entonces, su 
desarrollo en la base (3) tiene la forma 


(a, aja 2 (0 a, 


o sea, EL”, Queda demostrada la proposición b) del teorema. 


Ahora bien, cualquier vector = Y) Aza* EL es ortogonal a t0- 
& 


dos los vectoresv= Y paatEL! y, si se sabe que algún vector 
EN 


ossz 
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a=), (a, a*)-a* es ortogonal a todos los vectores de L’ y, en 


particular, a los vectores a™*', ..., a”, entonces a= Y (a, aè)a*, 
E] 


o sen, a€L. Queda demostrada la proposición c). 
Finalmente, si aER, es un vector arbitrario, entonces éste 
puedo expresarse unívacamente en forma de una suma 


a X (a ajat = ute, 


donde 
u= Y (a, a*)atEL, v= Y (a, atja gL. 
E La 
Con esto, el teorema queda completamente demostrado, 
”reonema 2 Sea L un subespacio en R,, de dimensión m. En- 
tonces, el complemento ortogonal L” = HR de L es de dimensión n — m 
y, a su vez, L es ortogonal a L'. 
DEMOSTRACION. Si L os distinto de R, y del subespacio nulo, 
entonces, evidentemente, este teorema está contenido en el teorema 1. 
Supongamos que L es el subespacio nulo, Como cualquier vector 
a € R, os ortogonal al vector O, resulta, L’ = R, y la dimensión 
de Ra os igual a n — O = n. Recíprocamente, el vector 0 es orto- 
gonal a todos los vectores a € Ra = L’. Pero no hay otros vectores 
Ey sean ortogonales a todos los vectores de Ra. ya que todo vector 
listinto del vector 0 no es ortogonal a sí mismo. Queda domostrado 
que L es ortogonal a L’. 
Si L = Ra. el razonamiento es similar. 
COROLARIO 1, Sea dado un sistema de vectores 


Bt 0) 
y sea L' el subespacio formado por todos los vectores v € R que son 
ortogonales a los vectores de este sistema : 
(0,2%)=0 (k=4,... me 


Supongamos ahora que a es un vector ortogonal a todos los vectores v, 
o sea, que es ortogonal al subespacio L'. Entonces, a se expresa como 
una combinación lineal de los vectores del sistema dado (9): 


a= 5 ar. 
A 


DEMOSTRACION, Consideremos el subespacio Z formado por todas 
Jas combinaciones lineales posibles de los vectores del sistema (9). 
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de modo que todo vector u € L es una combinación lineal 
u= J, hr. 
A 


En este caso, diremos también que el subespacio L está engendrado 
por los vectores del sistema (9). 

Como todo vector v E L’ es ortogor los vectores del sistema (9), 
éste, evidentemente, es ortogonal a cualquier vector u € L. Esto 
muestra que el subespacio L’ es ortogonal al subespacio L. Pero, 
entonces, según el teorema 2, L es también ortogonal a Z’, o sea, 
L consta de todos Jos vectoros u que son ortogonales a L’. Por hipóte- 
sis, a es uno de tales vectores œ y, por consiguiente, el vector a es 
wna combinación lineal de los vectores del sistema (9). 
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En este párrafo se expone mna teoría de las ecuaciones lineales 
que es paralela a la teoría expuesta en el $4, 

Esta es una teoría sin determinantes. En sus onunciados, el 
determinante del sistema do ecuaciones no figura explícitamente. 
La ventaja de esta teoría consiste en que ósta sirvió de baso y analogía 
para numerosas generalizaciones que se jn en el análisis mate- 
mático Las primeras generalizaciones importantes de éstas perteno- 
cen a Fredholm’). 

Consideremos de nuevo un operador lineal (vénso $ 15) A: 


y=Azr (€ R,), (i) 


que pone enj correspondencia a cada vector æ € R wn vector y € Ra 
mediante las ecuaciones 


n= un Ud. e) 
Aquí 
ly la 
d=llayl=[- +... (8) 
ani üna annah 


es una matriz cuadrada da 
dor conjugado 


Al operador A le corresponde el opera- 
y=Atz (ER), a 


2) E. 1. Fredholm (1866—1927), matemático sueco. 
se 
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determinado por la matriz conjugada a (3): 
E ES 

e ar 

Tin Tan + 


Mediante las componentes de los vectores æ, y, el operador conjugado 
se expresa on la forma 


as 


(3%) 


Tnn 


(2%) 


o sea, que la componente y, se ex] mediante las coordenadas 
del vector z aplicando la ¿-6cima fila do la matriz A* o la j-ésima 


columna de la matriz 
Se vorifica la igualdad 
(Az, 2) = (z, Atz), Vo, 2 € Ro (0) 
s válida para todos los æ, z € Mn. En efecto, para Ra y Gis 


q 
reales, 


(a, Ata). 


(z, = È v =À, O ada ada 


En ol caso complejo, 


30 X (À anad = 
Ala 


¿mE a ent 4a 


La igualdad (4) es característica para un operador conjugado, 
ya quo, si para un operador B se vorifica la igualdad 


(dz, z) = (2, Baja V2, z€ Rm (5) 
entonces necesariamente B = A*. En efecto, (B = || Da I), para 
Gin bin Ra roalos, 


to, 29- $ tarsam À À baea 
Do (5) so deduce que 


À an= $ À ouzan Va, zERm (6) 
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de donde ai, = b, (i, s = 1, ..., n), lo que se comprueba haciendo 
en 6) 2=(0...0,1,0,..,0,2=(0,...,0,4,0... 
0), donde en la unidad ocupa el s-ésimo lugar y en z, el 
simo. 

En el caso complejo, 


NR B)=À 2 À baem 


P T harán 

de donde a=b, o bien, D,y=a) 

Por lo tanto, el operador conjugado A* de un operador lineal A se 

puede definir también como un operador lineal tal, que se cumple la 
igualdad (4). 

Las igualdades (1) y (1*) so pueden considerar como ecuaciones 

dado el vector y € Rn. se pide hallar z €R, de tal modo que se 


cumpla la igualdad (1) o (1*). 
Las ecuaciones homogéneas correspondientes tionen la forma 


Az=0 1) 

o bien, 
2) 

y 

a 

o bion, 
Dmae Gat,- n). (25) 
Denotemos por L la imagen del espacio R, mediante el operador A: 


L = A (Ra), 


y denotemos por L’ el subespacio de todos los vectores z que satisfacen 
a la ecuación conjugada homogénea (1%). 
Se ha llamado a Z' subespacio puesto que junto con z y z' tam- 
pertenecen al mismo az + fia” siendo æ y $ números arbitrarios: 

A* (az + Pz) = aA*z + PAtz = 0. 
L también es un subespacio, puesto que, si y, y' € L, entonces 
existen unos vectores z, z' € R tales que y = Az, y' = Az”, y por 
consiguiente, 

ay + Py" = ads + PAz' = A (az + fa), 

de modo que ay + py’ € L. 


bi 
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Se verilica el te lema (véase $ 20, teorema 2). 

icma +, Los subespacios L y L' son ortogonales uno al otro, 
es decir, L' es un conjunto de todos los vectores z € Rn cada uno de los 
cuales es ortogonal a Í y L, a su vez, es un conjunto de todos los vectores 
y € Bn cada uno de los cuales es ortogonal a L'. Si L es de dimensión k, 
entonces, L' es de dimensión n — k. 

pemostiación. Consideremos la igualdad 

(Ax, 2) = (z, 42), m 
que es válida para todos los vectores z, z € Zi. Supongamos que z ès 
un vector ortogonal a Z; entonces, para éste, el primer miembro en 
(1) es igual a coro para todo z € Ry. Pero. entonces, el segundo miem- 
Dro tombién es igual a cero para todo = EZ, y, en particular. para 
æ= A*s: 

(4*z, A%2) = 0. 
Por lo tanto, A*z = 0. Queda demostrado que si un vector z es 
ortogonal a L, entonces este vector satisfaco a la ecuación A*z = 0 
(o sea, z € L). 

Rociprocamente, supongamos que el vector z satisface a la ecua- 
ción A*z = 0, Para tal z, el segundo miembro on (7) os igual a coro 
para cualesquiera æ € Rai pero, entonces, el primer miembro es igual 
a cero, de modo que z cs ortogonal a todas los vectores de la forma 
Az, o sea, a todos los vectores y € L. En otras palabras, z es orto- 


TuonEma t. Para que la ecuación 
y= Ar a) 


admita solución para un vector dado y € Ra, es necesario y suficiente 
que el vector y sea ortogonal a todos los vectores z que satisfacen a la 
ecuación conjugada homogénea 

A*z=0. an 
La solución æ de la ecuación (1), si ésta existe, puede expresarse como 
la suma 

z= +u 

donde z' es una solución particular cualquiera de la ecuación no homo- 
génea (1) y u es una solución arbitraria de la ecuación homogénea 

Au = 0. 4) 
Cualquier suma indicada es solución de (1). 
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prmosrracios. En virtud del lema 4, si L = A (Ry) y L' os 
el conjunto de todos los vectores z que satisfacen a la ecuación A*z = 
== 0. entonces L y L’ son subespacios ortogonales uno al otro. Pero, 
entonces, si para y existe solución de la ecuación (1), se tiene que 
y El, y necesariamente todos los vectoros z € L’ son ortogonales 
a y. Por otra parte, si el vector y es ortogonal a todos los vectores 
z€ L, entonces y € L. o sea, que existe un æ tal que y = Az. 

Supongamos ahora que para un vector y existe solución de la 
ecuación (1). Sea ésta 2% 


y = Aæ. 


Entonces, evidentemente. la suma a* + u, donde Au 
es solución de la ecuación (1%): 


Ai ~ u) = A t Au Ry 0 yo 


Recíprocamente, si ar es una solución arbitraria de la ecuación (1°) 
y 2% es una solución particular determinada, entonces 


y= Ax, y= A, 


0, también 


y, Por consiguiente, 
0 = Az — A7’ = A (2 — 2°) = Au, 


donde u =x — z’, o sea, æ =a’ + u, donde u satisfaco la ccua- 
ción Au = 0. 

Nota. Expliquemos con el ejemplo del espacio real As la relación 
del teorema 1 con la teoría de Kronocker—Capelli. 

Supongamos que el vector y == (Yi. Ys) es ortogonal a todas 
las sol mes del sistoma 


ayz, + an3 =0, 
üi T ant =0. 


Demostremos que entonces los rangos de la matriz A y do la matriz 
ampliada 


(8) 


son iguales entre sí. Si rango A = 2, entonces, evidentemente, rango 
. Supongamos que rango A = 1. Siempre rango B > rango 
A ==. Por lo tanto, tenemos que demostrar que 


lr Y 
de ales nle 


En ofecto, como y es ortogonal a las soluciones (no triviales) del 
sistema (8) se tiene, yızı + Ys% = 0. Por esto, suponiendo que 
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217 0, resulta: 


$ (annt 0n) =0, 


A= anha inh = any ap 
A= yola — Oli = Arayat qa TE == fi (1931 + 024) 0. 


De aquí se deduce que rango B = rango A = 4. 

Recíprocamente, supongamos que el vector Y = (Yi, Ya) es tal 
que rango B = rango A, entonces (1) odmite solución (zı, z4). De- 
mostremos que y es ortogonal a las soluciones z = (£,, 24) del siste- 
ma (8). En efecto, 


Hti + Yate = (aT, + 099) 2, + (ant, + 0470) 23 = 
= (nt, + 0135) z, + (035% + 954) za = 0-2, + 0029 = 
TEOREMA 2 Las ecuaciones homogéneas 
Az=0 ue) 


Ata =0 ap 


tienen el mismo número de soluciones linealmente independientes. 

En particular, si una de estas ecuaciones sólo tiene la solución tri- 
vial O, o sea, que no tiene soluciones linealmente independientes, en- 
tonces, lo mismo ocurre con la otra. 
cid bservación. En el último caso la ecuación (1) admito solución 

nica. 

Demostracion. Las matrices A 
jue denotaromos por k. Esta: 
nante A. 

Si k = n, entonces A z 0 y las ecuaciones (14) y (13) sólo admi- 
ten la solución trivial O, En este caso, según el teorema 1, la ecuación 
(4) tiene solución única para cualesquiera y € Ra- 

Supongamos ahora que 1 < k< n. Después de una reordenación 
adecuada de las ecuaciones y de las componentes, para el determi- 
nanto se tiene: 


A* tienen el mismo rango. 
también tienen un mismo determi- 


PORR 
Escribamos ahora las primeras k ecuaciones (1e) en la forma 


antt... Hante — anar 
o: :} (9) 
tratr- 


at — 


Gutt... + aTa = — Gr iTr 
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A continuación exponemos una tabla de n — k vectores: 


(10) 


Para obtener el primer vector, hacemos en el sistema (9) la sustitución 
Erti = Ly Tata =O, oaa 2 > 0 


Z, Las únicas soluciones que 


y lo resolvemos respecto de zi, - 
< ay. Para obtener ob 


so obtienen aquí las denotamos por Z 
segundo vector, sustituimos en (9) 


mm. Saya =i, Sapa =O, «2 0 
, z}, ete. Los vectores (10) cumplen 


y hallamos los números z, 
las siguientes propiedades. 


4) El sistema de vectores (10) es linealmente independiente, ya 


que el rango de la matriz de estos vectores es igual al número do 
ellos, y = n — k. 

2) Cada uno de los vectores del sistema (10) es solución de (todas) 
Jas ecuaciones (14), o sea, Az = 0. 

3) Todas las soluciones posibles de la ecuación Az =0 tienen 
la forma 


Mn + 


as An-n SOn n 
monte, estas tres conclusion 


a F Anat", 


meros arbitrarios. 
s so suslituyon por le 


siguien 

La ecuación (14) tiene n — k soluciones lineal mento independien- 
tos. 

Mediante unos razonamientos semejantes, teniendo en cnenta 
que rango A = rango A*. se demuestra que la ecuación A*s = 0 
también tiene n — k soluciones linealmente independientes. 

El teorema queda demostrado. 

TuoneMa s. Si una de las ecuaciones homogéneas (10) ó (13) 
tiene k soluciones linealmente independientes, entonces la otra también 
tiene k soluciones linealmente independientes; las imágenes L = 
= A (Rn) y L* = A* (Ry) del espacio Ra, obtenidas mediante los 
operadores A y A”. son subespacios de dimensión n — k. 

Demostración. La primera tesis del teorema sobro la igualdad 
del número de soluciones linealmente independientes de las ecuaciones 
homogéneas (1) y (1%) representa el ¡Leorema 2, y la segunda tesis, 
ol Jema 1, on virtud dol cual la dimensión del subespacio Z es igual 

. donde k es la dimensión del subespacio L’ de los vectores 
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z que satisfacen la ecuación A*z = 0. De un modo similar, la dimen- 
sión de L* es igual a n — k, donde k es la dimensión del subespacio 
formado por los vectores u que satisfacen la ecuación Au = 0, 
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Un operador lineal 


gn E uz (k 


sern) (1) 


o, abroviadamonto, 


y=Ar ER, yER) (2) 
se lama autoconjugado'), si es igual a su conmgado (4 = A%), 
is Az =Ato, Ve ER 10) 
en otras palabras, si la matriz A es simétrica: 

euman k l=i onn) (4) 
(véase (3) y (3%) $ 24). Aquí se ha considerado que aj, y Ry son 


roales (véase más adelante la nota 1) 
Para un operador autoconjugado se verifica la igualdad caracte- 
rística 
(o, Az) = (dz, 2), Ve, 2 € ll 


(véaso $ 21, (4)). Está claro que 
(z, da) È n La E, Lit (uman (4) 


La expresión del último miembro en (4') se llama forma cuadrá- 
tica de n-ésimo orden. Esta es una función continua del vector z, 
o lo que es lo mismo, do las variables zs, ..-. Za. 

Vamos a considerar osta función sobre cl Conjunto $ de vectores 
æ con la norma unidad (|æ | =1). Este conjunto representa una 
esfera en Ry de radio 1 con el centro en el punto O, y por lo tanto, 
$ es un conjunto acotado. Además, es cerrado ?) puesto que si los 
puntos de una sucesión (2) (v = 1, 2, ... .) pertenecen a $ (o sea, 


1) O hormítico (Nota del Tr. 

3) Véaso ol $ 8.12 dol libro de Yu. S. Bugrov, S. M. Nikolski «Cálculo dife- 
soncial e integral», Editoral «Mir», 1984, o S. M. Nikolski «Curso de análisis 
jático», t. I, Ed. URMO, Bilbao, 1972. 


$ 22. Operador autoconjugado. Forma cuadrática 123 


Lar] =1, v =1, 2, ...) y esta sucesión tiende hacia un punto 
PER pra y > 00), entonces necesariamente 2? € S, o soa, 
la] = i, yaquej 1 — [2% = Lla 1-21 |< > 
— 0, de donde |z’ |= 1. 

Haliemos el valor máximo de la forma cuadrática (4”) sobre la 
esfera S. Como la forma (4") es una función continua sobre un conjunto 
cerrado y acotado, su máximo sobre $ so alcanza para un cierto 
vector al (| y! | = 1). Denotemos este máximo por M: 


M = (Azt, 2) > (Az, 2), Ve: lx1=1. 15) 


Considoremos el subespacio Z ortogonal al vector z? es decir, el 
conjunto de todos los vectores e que son ortogonales a zt. Tomomos 
on L' un vector unitario cualquiera v" (| e? | = 1). El vector 


cos ag? + sen ao? 


dependo de a y su norma es igual a la unidad 
[eos æst $ sen aro? | = (cos asr + son ae”, cos azt + 
+ son ap (cos? a + son? a)! = 1, 
Si a = Oeste vector se convierto en z*. Pero, entonces, la fonción 
y (a) = (4 (cos az? + sonar), cos ama! -+ som a+r") 


alcanza su máximo en el punto a =0 (4 (0) = (Az! 2") y, on 
virtud de la condición necesaria de extremo, 


Y (0) =o. 
Calewlomos esta derivada, Se tione, 
y (a) = cost a (Az, a) + sen 2a (Ar!, 1%) + senta (40, c°). 
Por consiguiente, 
Y (0) =—sen2a (da, 2!) +2 cos 2a (Aa, 0%) + sen 2a (40%, o) 
y 


Y 0) =2 (Aa, 0) = 0. 

Homos demostrado que ol vector 4a! es ortogonal a todos los 

vectores unitarios e° € J” y. por consiguiente, también a todos los 

vectores v E L’. Pero. entonces, Az! re de q* solamente en un 
factor ivóase el corolario 1 al final del $ 20), o sea, 


Ar = hat, 


donde } es un número. 
De la primera igualdad en (5), teniendo en cuenta que | £? | = 1, 
so deduce que 
h = Ari, z) = he 
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Por lo tanto, hemos demostrado que el máximo de la forma cua- 
drática (4') sobre la esfora unidad | z | = 1 se alcanza en un punto zt 
tal que 
y máx (Az, z) = (Az!, 2) = M. 
Además, 
As hat, (at) 


Vemos que el vector no trivial (no nulo) 2* se transforma mediante 
el operador A en un vector Mat, que es colineal al mismo, 

Tal vector se llama vector propio del operador A, y el número 
M, valor propio perteneciente a este vector. 

Ahora vamos a considerar el operador A sobre el subespacio A’, 
definido como el conjunto de los vectores £ € Ra que son ortogonales 
al vector æ (anteriormente lo habíamos denotado por Z’). Rt es 
un subespacio (n — 1) ional; en él hay bases ortonormales 
compuestas por n — 1 vectores. Nuestro objetivo consiste en hallar 
una tal base que, como veremos, está naturalmente relacionada con 


subrayar que la imagen A (R') del subespacio R* 
mediante el operador A pertenece a R’, ya que, si (z, 2) =0, 
entonces, 

(Az, 2!) = (z, Az!) = (2, 22) = M (2, a") = 0, 


o sen, Az ER. 
Está claro que el operador A, en forma trivial, sigue siendo 
autoconjugado sobre R', ya que siendo válida la igualdad 


(Az, y) = (z, Ay) 


para todos los vectores z, y € Ry, también es válida para todos los 
vectores æ, y EX, 

Así pues, ahora consideramos el operador lineal autoconjugado A 
sobre el subespacio lineal R? de dimensión n — 1. Podemos aplicar 
a éste todos los razonamientos expuestos anteriormente y demostrar. 
quo oxiste en A? un vector unitario z? tal quef 


máx (Az, 2)=(42%, 2)=2,<%. 
ao (mo 


Hay que tener en cuenta que la esfera unidad S! en R? se defino, 
evidentemente, como el conjunto de los vectores unitarios z que son 
ortogonales a z!. Además, 

PEA 

Ya hemos hallado un segundo vector propio del operador A, 

el vector a?, y su valor propio correspondiente Ap, que, evidente- 
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mente, no os superior a A (al reducirse el campo de aplicación del 
operador, el máximo sólo puede disminuir). Además, (2!, æ?) = 0. 

De un modo semejante so puede introducir el subespacio A? 
de dimensión n — 2, ortogonal a 2* y 2*, y demostrar que el opera- 
dor A transforma Ri en A: también se puede hallar un tercer vector 
unitario z* que sea ortogonal a 2* y 2* y tal que so verifique la igual- 
dad 


máx (Az, 2 (42, 2)=% 


y la igualdad 
AD =2 0 a Lh Lh). 


Continuando este proceso por inducción hasta obtener el n-ésimo 
vector 2”, obtendremos un sistema ortonormal de vectores 


aa. © 
y un sistema de números reales 
fo Masis m 


que cumplen Jas propiedades 


>h -DA © 


Hemos obtenido un sistema completo de vectores propios del operador 
A y de valores propios pertenecientes a estos vectores. Como el 
sistema ortonormal (6) pertenece a RR, y consta de n vectores, ésto 
es una base en R, (véase $ 17). Por ello, un vector arbitrario x € An 
admite un desarrollo por este sistema 


ræ $ (a, 2). (9) 
SS 


Entonces, el operador autoconjugado en cuestión A puede expresarse 
del modo siguiente: 


Ar=4() (o, 222 
E 


=D (z, Par? = Ye, 22. (10) 

= A 

Queda demostrado el teorema: 

TEOMEMA i. A todo operador autoconjugado A en el espacio 
R, le corresponde un sistema ortogonal de vectores 23, ..., 2” (una 
base en Rn) y un sistema de números reales dz, . . ., hn tales que Ax, 
para cualquier æ € Ra, se ezpresa como la suma (10). 
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La forma cuadrática (4°) se expresa, respectivamente, del modo 
siguiente: 


IN hate À ule w a 


En la práctica, frecuentemente, se parto de una forma cuadrática 


Ai 3 Garza (091 =p). a) 


Para aplicar a ésta los resultados obtenidos, se puede definir en rela- 
ción con ella el operador lineal 


y= Ax. 


determinado por las igualdades 


$ 


n= ġa di 


n virtud de la condición axı = 2,1, éste es un operador auto- 
conjugado y se le puede aplicar entonces el teorema 1. En términos 
de forma cuadrática, el teorema 1 puede enunciarse del modo siguionto: 

Trontma 2. Sea dada una forma cuadrática (4) en un sistema 
de coordenadas n-dimensional (y, .... z) del espacio Rẹ con los 
versores it, ..., ¡"(r= Y zyi*). Entonces, existen un sistema rec- 
tangular de coordenadas (Ey, ..., En) con los versores zt, o. 2", 


que forman una base ortogonal (== 2 Eo), y un sistema de 


números reales hy ..-. hy tales que la forma cuadrática (4) en este 
sistema es la suma de los cuadrados de las coordenadas E, del 
vector z, multiplicados por los nùmeros àu, respectivamente: 


Y ma 2, 
El cambio del primer miembro on (4') al segundo se realiza una 


vez conocidos los desarrollos de Jos vectores 21, ..., æ por los 
versores él, ..., i". Supongamos que 


Ap 


(véase $ 17, (7), donde hay que sustituir ay, y a* por By, y 2, respec- 
tivamente). Como n Ey al, ..., 2% son bases ortonormales 


a) 
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en Ra. la matriz 
A = |] Brel 


es ortogonal. Suponemos que ésta es conocida. Un mismo vector + 
puede desarrollarse en las dos bases: 


=) pa. 
Atr 
Poro, entonces, 


Jim- od eud pae 


y, en virtud de la independencia lineal del sistema ñ, .. 
obtenemos: 


det ai) 


ae = 


Por lo tanto, el cambio de las coordenadas $i, En a las coorde- 
nadas zı, + . ., Zn se ofectún mediante la matriz A” traspuesta a A 
(o spot "as filas de la matriz A” o las columnas do la ma- 
triz A). 

Sustituyendo las expresiones (11) para z, en el primer miembro 
de (4”), obtenemos el segundo miembro. Escribamos esta igualdad 


È È on À nt Puto 


e i 


=$ À È e È otnit S atd, À btan 


0, j#i, 


4. j =, *S el simbolo do Kronecker. 


donde ô= [ 


Igu mdo los coeficientes de EE, en ambos miembros de esta 
igualdad, obtenemos las igualdades: 


PAT O E Jud, «++ 
que se pueden interpretar del modo siguiente (véase $ 15, (6)). Para 


la matriz 
A = ljas] (01: = an) 
de un operador autoconjugado A existe una matriz ortogonal 


A = il Ba ll 
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tal que 
A-AA = t, (12) 
donde U es una matriz diagonal 
w0 0...0 
n=. h% 0.0 a3) 


0: 0 Dae 
(u son números reales), denominada canónica. 
Soñalemos que para una matriz ortogonal A, se tiene 
Aei, 


Como los determinantes de las matrices ortogonales cumplen la 
igualdad |A | = | A~? | = +1, de (12) se deduce que 


AL Ay = MAAA = A] (14) 


En particular, queda demostrado el siguiente teorema: 
sronema 3. Slel determinante | A | de una matriz autoconjugada 
A es distinto de cero (| A |+ 0). entonces, todos sus valores propios 
, An son distintos de cero (y 0. j = 1, n). 
oroma 2 so deduco que 

1) Si %4 >. . - > An > 0, entonces la forma cuadrática es posi- 
tiva para cualesquiera vectores E =k 0. y por consiguiente, también 
para cualosquiera vectores æ + 0. En este caso, ésta se llama estric- 
tamente positiva (definida positiva) 

2) Si 0 > A > $a >». - > a, entonces la forma es negativa 
para cualesquiera $ %0, y por consiguiente, también para cuales- 
quiera z + 0. En este caso, ósta se llama estrictamente negativa 
(dofinida negativa). 

3) Si M> > An Y An ), entonces la forma os no negativa, 
Existe una dirección (el eje E). a lo largo del cual la forma es igual 
a cero. Esta es una forma positiva, pero no estrictamente. 

4) Si M = 0 > M, >... > An. entonces es una forma negativa, 
pero no estrictamente. 

5) Si A, > 0, miontras que ån < 0, entonces la forma es inde- 
finida. Excluyondo el punto nulo, la forma es positiva a lo largo 
del eje E, y negativa a lo Jargo del eje $n- 

Resulta que según sea la forma de la matriz || A || y según sean 
los signos de algunos de los determinantes engendrados por ella, 
so puedo averiguar si sus valores propios son todos positivos, todos 
negativos o entre ellos hay algunos positivos y otros negativos. 
En esto consiste el teorema de Sylvester *). 


1) J.J. Sylvester (1814—1897), matemático inglés. 
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Formemos la sucesión de los menores principales de la forma 
cuadrática (Az. 2): 


a. ain 


Según el teorema do Sylvester, que no demostraremos aquí, se 
verifican las siguientes proposiciones: 

1. Si A, >0, A, >0, - . .. An > 0. entonces la forma es estric- 
tamente positiva (definida positiva) (caso 1)). 

2. Si <0, A4>0, A <0, 
la forma es estrictamente nogativa (definida negativa) (caso 2)). 

3. Si A,>0, A,¿>0, A, >0, o bien, 


A1<0,4,>0,. (19 A, > 0, 


pero existe un j tal que Ay = 0, entonces, la forma no es estricta- 
mente definida. 
4. En todos los demás casos la forma cuadrática es indefinida. 
Nota 4. Si R, os el espacio complejo y än: = ay son de nuevo 
números reales, entonces los razonamientos expuestos anteriormente 
varían muy poco. La fórmula (4) so escribirá ahora así: 


|)” A, > 0, ontoncos, 


(2, Ar)= X 2, Y ati Y, Y anthi 
a A 


El número (2, Ax) sigue siendo real, pues 
Tajt Y 2, n=, Y aunn, de). 
Wisto muestra que todo lo expuesto anteriormento (las fórmulas 
(4) — (10) sigue siendo válido y. on particular, los números 2. - . . 
. -, Ay son reales también on el caso de R, complejo, El teorema 1 


se conserva también para A, complejo. La fórmula (4) tiene ahora 
la forma 


(2, Ar) =X hit, 2), 


de modo que ahora ya hay que sustituir los números (z, z") por los 
cuadrados de sus módulos. La fórmula (4”) tiene ahora la forma 


5 3 As Ial’, 
f & 


y en lo demás, sigue válido el teorema 2, 

Nota 2. Señalemos que la demostración de que Jos valoros propios 
de un operador lineal autoconjugado (hermítico) A en X, (real o com- 
szosz 
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plejo) son reales se puede hacer del modo siguiente: Sea A un valor 
propio del operador A y sea 2* (ja? |=1) el vector propio corres- 
pondiente. Como Az? = 42°, se tiene, 


A= A (0, 2) = (12, a°) = (42%, 2) = (2, Ax) = 
= (0%, 22%) =}, (2, 2%) = 
Inmediatamente se demuestra también que los vectores propios 
del operador, pertenecientes a distintos valores propios, son orto- 


gonales. 
En efecto, 


A = hat, AT? = hag? (Ja | = 1, (11, E Aa), 
y, por lo tanto, 
hr, 2) = Aat, 23) = (Azt, x°) = (1, Ar?) = 
, Aaa?) = Ta q, 2°) = 2 (0, 2%, 
Ahora bien, como 2 é ôy, se tiene, 
(al, 2%) = 


$ 23. Forma cuadrática 
en el espacio bidimensional 


Para n =2 la forma cuadrática se escribo así: 
anti + atita + antati + or = aT} + Zo + 0) 


ya qe üis = Gp, Suponemos que los números 4): son reales. 

Para reducir Ja forma (1) a la suma de los cuadrados de las coor- 
donadas del vector (Es Es) en una base (2!. 2*), hay que hallar 
(véase el $ 22) los vectores unitarios básicos z*, z*, que son los vec- 
tores propios del operador autoconjugado A, engendrado por la matriz 


simétrica 
amje l. 
ün ün 
Soñalemos un método para hallar los valores propios y Jos vectores 
propios del operador A, distinto del método del $ 22, 
Así pues, si hy es un valor propio del operador A y2°= (2, 2,9) 4 
+0 es el vector propio correspondiente, entonces 


AT =p. 
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Escribamos esta ecuación en coordenadas: 


(61h) + anz =0, e 


o en forma de operadores 
(4—hE) 22=0, e) 
donde E es el operador idéntico. 
Por lo tanto, el sistema homogéneo (2) tiene solución uo nula 2% 


lo cual es posible si el determinante del sistema (2) ó (2) es igual 
a cero: 


an—ħ O 


=|A—%E|=0. 
a a 
En resumen, el valor propio Ag es una raíz de la ecuación 
|4 — hE |= 0. 8 


denominada ecuación característica del operador A (o do la forma 
cuadrática (Az, 2). 
También es válido lo recíproco. Si Ao es una raíz de la ecuación (3), 
entonces toda solución no trivial del sistoma 
(A —hE)z =0 0) 


es un voctor propio del operador autoconjugado A. 
Por consiguiente, on el caso dado los valores propios del operador 
A son las raíces de la ecuación cuadrática (3): 


(n — A) (Cra — 2) — aja = 0, 
2% — (031 + 029) À + Griya — aja = O. 


Resolviendo esta ecuación, obtenemos: 
lay + 032 +V Ta F (an nF), 
h= lon + aa — V Ta Fla an). 

De aquí vemos que A, => Ag, y además, à = }s Si aj; = 0,2), = agy 
Vamos a suponer, para precisar, que 41, > se (en caso contrario, 
cambiamos 2, por 3, y Z, por 2,). Entonces, 

Mün (M -au =4 IV an F n ta? — (0102 1>0. 


De (5) se deduce que los valores propios del operador autoconjugado 
A son números reales. 


s 


6) 
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Ahora, una vez conocidos los valores propios 2% y %o, hallamos 
los vectores unitarios propios como Solución del sistema (4). Como 
14 — AE | =0, se tiene, 


rango (A — AE) <1. 


Si M =% la matriz A — AE consta sólo de ceros (M ~ hy 
=a O), 0 sem su rango es igual a cero. En slo 
e rática ya está roducida a la suma de cuadrados 
{ms = üs = 0). Cualquier vector2 = (2,, 24) satisface el sistema (4) 
Por ello. se pueden tomar por vectores propios los vectores unitarios 
del sistema de coordonadas æ' = è ~ (1, 0), zè = j = (0, 1), Cual- 
quier otro sistema de vectores ortonormales {z*, 2%) cumple la pro- 
Piedad de que en oste sistema la forma cuadrática consta solamente 
«lo cuadrados. 

Ahora hien, si A >Ap entonces, o ag 0, o bien, ts = 0, 
au 2% ass. El sogundo caso se puede no estudiar, pues la forma (1) 
ya ostá reducida a la suma de cuadrados. 

Así pues. supongamos que ay, 0. Entonces. 


rango (A — 2,2) = 1. 
Por lo tanto. es suficionte considerar una ecuación del sistema (4): 
(2, — M) y + a = O. 


De aquí resulta (as; 5% 0), 


Z, = (ay, + Aasa] z1 
El vector 


es solución dol sistema (4). Normalizando este vector, obtenemos 
un vector propio 


aia (e, 2) == 


dades 


(6) 
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A continuación es suficiente tomar en las fórmulas (6) el signo +. 
Similarmente, dado ol valor propio 2, podemos hallar el vector 
propio aè. Resulta que 


Pr, 2) (a 


z a). 


Formemos ahora la matriz del operador (de la transformación 
ortogonal) A que transforma los versores (i, j) en los versores (21, 2*); 
pas 
aq 


(en las filas figuran las coordenadas de las imágenes de los vectores 
unitarios básicos ¿, j mediante A, o sea, æ! = Di + 20], at 
= —aMi + a{j. Entonces, las coordonadas del vector (2; 23) 
en el sistema (i, j) están relacionadas con las coordonadas (E, Es) 
de este vector en el sistema (e, 2%) medianto las columnas de la 
matriz A: 


10) 


Sustituyendo estos valores en la forma cuadrática 41) y teniondo en 
cuonta las fórmulas (5) y (6), obtenemos: 
Aya] + 20,95, + anth © 

El segundo miembro de osta igualdad se lama forma canónica 
de la jorma cuadrática. 

Si los números 2, y A, son de un mismo signo, entonces so dico 
aye la forma cuadeálica es de tipo elíptica: sida y ha son de distinto 
signo se dice que es de tipo hiperbólico, y si uno de los números 
Aa O Ay os igual a cero, se dico que es do tipo parabólico, 

En (5) se observa que Ads = anās — ajs. Por oslo, el Lipo 
de la forma (1) se puede determinar segn el signo do la exprosión 
Gitaa — aja (del discriminante de la forma cuadrática). 

La forma cuadrática será de tipo elíptico. hiperbólico o parabólico 
según que la oxpresión ayi23 — aja (el discriminante) sua mayor, 
menor o igual a cero. 

Ekaro 1. Reducir la forma cuadrática 


4—Viaa+2n, 
a la forma canónica. 


En esto caso, ay=1, d9=—LÉ, an= 2. Como apia — 0i = 
5 


>0, la forma es elíptica. Busquemos los voctoros 
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propios y sus valores propios según las fórmulas (5) y (6): 


T 


Por otra parle, 


En el sistema (e, 2*) la forma cuadrática en cuestión toma la 
forma 


Fu. 


(ls 


a a 


ler=c, 2 at= (aP, 20) 


represonta una rotación dol sistema (z. 2,) un ángulo a = 1/8 
en torno del origen de coordenadas en sentido del movimiento de 
las agujas del reloj (véase el ejomplo 4 al final del $ 16). 
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Supongamos que en el plano, respecto de un sistema rectangular 
de coordenadas (z. y), so ha dado una curva determinada implici- 
tamente por una ecuación de segundo grado 


Ax + 2Bxy + Cy? + 2Dz + 2Ey +F = 0, (1) 


dondo A, B, C. D, E. F son unos números reales dados. Se supone 
que los múmeros A, B, C no son simultáneamente iguales a cero. 
Ésta curva se llama curva de segundo orden. En realidad, puode 
ocurrir que no haya puntos (z, y) con coordenadas que satis- 
fagan la ecuación (1). En este caso. se dico que la ecuación (1) deter- 
mina una curva imaginaria de segundo orden. Aquí no vamos a estu- 
diar esto caso. La ecuación 


Py 


puede servir como ejemplo de ecuación de segundo grado que deter- 
mina una curva imagina 
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Enunciemos los seis casos más importantes de la ecuación gene- 
eal (1): 

4) Ecuación de la elipse 
1 (a>5>0) 


con los semiejes de longitudes a y b. En particular, si a = b. resulta 
la ecuación de la circunferencia 


Poo 


de radio a y con el centro en el origen de coordenadas. 
2) Ecuación de la hipérbola 


Za (>>0) 


con los semiejes a y b. 
3) Ecuación de la parábola 
Y =22 (p>0) 
5) Ecuación de un par de rectas que se cortan 
ae —bym0 (0<a b). 
5) Ecuación de un par de rectas paralelas o coincidentes 
tamo (10>0. 

6) Ecuación que determina un punto 

+y 0 


Detengámonos brevemente en las curvas mencionadas. 
La ELIPSE 


HL (a> o >0). o 


Si a = b la elipse (2) se convierte en una circunferencia de radio 
a con el centro en el origen de coordenadas, o sea, en el Jugar geomé- 
trico de puntos cuyas distancias al origen son iguales a a. 

Sea a > b. Hagamos c = Va — b7. Soñalomos en el eje z los 
puntos F}, Fs de abscisas z = —e y z = c. Estos son los focos de la 
elipse. La olípse (2) se puede definir como el lugar geométrico de 
Puntos cuyas sumas de distancias a los focos F, y F, es una cantidad 
constante e igual a 2a. 

En efecto (fig. 36), 


ME =VEFF FF, MPA=V GF HF, 
A 
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de donde 
O A 
y 
E A E ul y, 
4a? +hez= ha Va, 
at + ater + èz? = aè [aè 4 Rew + 0 gèl, 
bit = attt + ayt, 
ab ia, 
de donde se doduce la ecuación (2). Efectuando estos cálculos en 
orden inverso, obtendremos que, si el punto (7. y) satisface la ecua- 
ción (2), entonces la suma de sus 
distancias hasta F, y F, exigual a 2a. 
Sustituycado en la” ecuación (2) 
z por—z, ésta no varía. Esto muestra 
que Ja olipse (2) es una curva simétrica 
respecto del eje y. Similarmente, la 
elipse (2) os simélrica respecto del 
eje z. ya que su ecuación no Varía nl 
ustituir y por —y. Pero, entonces, es 
suficiente estudiar su ecuación en el 
Pig. 38 primer cuadrante del sistema de coor- 
donadas, o sea, para z. y>0. La 
parte de la elipse quo está situada en el primer cuadrante se deter- 
mina por la ecuación 


De esta cenación vemos quo la elipse considerada pasa por los pu 
tos (0, b) y (a, 0). Además, su ordenada y decrece continuamente 
cuando £ crece continuamonto sobre el segmento 10, al. 

La elipso es una curva limitada. Está situada en ol interior de 
un circulo de radio a con el centro en el origen de coordenadas, pues, 
para las coordenadas (z, y) de cualquier punto de la elipse se verifica 
la desigualdad 


A +i) 


En la fig. 36 se observa que la elipse es una curva cerrada con- 
tinua. En el primer cuadrante es wna curva convexa hacia arriba. 
En cualquiera de sus puntos se puede trazar la tangente”). Todas 


se el $ 4.2 del libro de Yu. S. Bugrov y S. 
rencial e integral», Editorial «Mir», 1994 o S. M. 
matemático», t. 1, Ed. URMO, S.A., Bilbao 1979. 


l. Nikolski «Cálculo difo- 
kolski «Curso de análisis 
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estas propiedades y otras muchas pueden estudiarse con éxito por 
los métodos del análisis matemático que, a su vez, proporciona los 
medios para la definición exacta de los conceptos enunciados anterior- 
mente como continuidad, convexidad. ete. 

ca ecuación de Ja elipse también puede escribirse en forma para- 
métrica 


z=acos0, 


indi } (-o<0< o0). 6 


En efecto, 
+ L=0co8* 0+ sen? 0 = 


o sen, el punto iz. y) determinado por las igualdades (3) pertenece 
a la elipse (2) para cualquier 0. Si D recorre continuamente el semiin= 
tervalo 10, 2x), entonces cl punto 
(æ, y) recorre la clipso completa. 
Si O sigue creciendo, el movimien- 
to se repetirá continuamente. 


Ayergueraos el significado dol pará- 
metro 0 y sobaleros do" paso un mod 
de construcción de la elipse (Lig. 37 
Tracomos dos circunferencias concéntricas 
de radios b y a (b < a) con centros eu 
punto O. Fracomos luego el radio vector 
que forme un ángulo Ó con el ee z. y 
denotemos por 7 y N sus puntos de inter- 
sección con las circunferoncias de radios b 
Y a, respectivamento. Tracemos una recta 
desde el punto N. paralela al eje y. y 
otra recta desde el punto 7. paralela $ 
al ojo? El punto de intorsección 17 de Fig. 37 
estas rectas 'pertenoco a la elipse. En 
ecto, sen x la abscisa del punto A o y la ordenada, Entonces (véase la fig. 37), 
z= ON-cos 0 = a cos 0, 
y= TR — OT-sen 0 = b sen 0, 


o wea, el punto M verdaderamente está situado en Ja elipse (5) y el parámotro 0 
es el agulo formado por el cje z y el rayo ON. Señalemos que Ü no es el ángulo 


Polar q que forma el radio vector OM con el eje z (tg = 190). Por ejemplo, 


entonces 0 = 1/3; si = 0, entonces 0 = O; 


(0<a, b). 10) 


Hagamos e = V ¿ET T y señalemos en el eje z los puntos F; y Fa, 
los jocos de la hipérbola (4). que tienen las abscisas z =—c, 1 = © 
(fig. 38). 
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La hipérbola (4) puede definirse también como el lugar geométrico 
do puntos A = (z, y) cuyas diferencias de distancias a los focos 
F, y F, es una cantidad constante e igual a 2a. 


Fig. 38 


Se tiene (véase la fig. 38), 
AF,- AF, =V FFV FF = 2a, 
VEF PVE FF + 2a, 
(tept (ze) Hyh a V LF 4a, 
hez— hatm ha V GFF, 
ctz? — atez + at = aè (a? — Dez + cè) + a 
(at + 0) zè = aa? a + ayt, 
PE aty = a, 
de donde se deduce la ecuación (4). 


Hemos obtenido la rama derecha de la hipórbola (véase la fig. 38). 
Para obtener la rama izquierda hay que comenzar con la igualdad 


AF, — AF, = 2a. 


Mediante unos razonamientos efectuados en orden inverso, par- 
tiendo de la ecuación (4), se puede llegar a la conclusión de que los 
)) que satisfacen esta ecuación pertenecen al lugar geo 
jormonte indicado. 
Por la fórma de la ecuación (4) sacamos la conclusión que la 
hipérbola (4) es simétrica con respecto al eje z y al eje y. La parto 
de la hipérbola que está situada en el primer cuadrante tiene Ja 
ecuación 


y=ÈV FTE ((<:<0). (5) 
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Vemos que la hipérbola en cuestión pasa por el punto (a, 0) 
y la ordenada y crece y tiende al infinito cuando z crece en el semiin- 
tervalo la, 00). Los puntos B = (—a, 0) y C = (a, 0), en los que 
la hipérbola se corta con el eje z, se llaman vértices de la hipérbola. 
En la fig. 38 están representadas dos rectas: 


b 


y=+ 


Estas son las asíntotas de la hipérbola en cuestión. 

Supongamos dada una curva y = f (z) en el somiintervalo la, 00) 
(o en (—oo, al). Se dice que la recta y = mz + n es la asintota de 
esta curva cuando z->-++00 (z— —00), si 


lim [f(2)—mz—n]=0 


( lm  If(2)—mz—n)=0, respectivamente). 


Consideremos la parte de la hipérbola determinada por la igual- 
dad (5), y comparémosla con la rocta y = la Se tiene. 


>yaaleí a 
vaca) RTT 
Esto muestra que la recta y = Èz es la asíntota de la parte conside- 
rada de la hipérbola cuando z — +00. Pero, entonces, se dice que 
esta recta es la asíntota (de toda ) la hipérbola cuando z — +00. 
En virtud do la simetría de la hipérbola respecto de los ejes. así 
como la simetría del par de roctas y = + Èz respecto de los ejes, 
so puede decir que ambas rectas son asíntotas de la hipérbola tanto 
cuando 2-» +œ como cuando z—> —oo. 

La rama derecha de la hipérbola (4) puede expresarse en la 
forma paramétrica 


r=achu=3 ("+e"), 


} (0 <u< o0). (6) 


En efecto. como 
hu — shu = 1, m 


de las ecuaciones (6). obtenemos 


ch? u— sh? u=1. 
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La mitad superior de la rama derecha de la hipérbola corresponde 
a la variación de u ElO, co). y la inferior, a la variación de u € 
€ (oo, Ol. 


está relacionado el parámetro u con el parámetro © en la 
ecuación paramótrica do la elipse, y señalemos de paso un método de construcción 
de a hipdrbola mediante la regla y el compás. Como esto método de construcción 
de la hipérhola va a estar basado en el metodo de construcción de la elipse, €x- 
pondremos " simultáneamente anbos 

métodos (fig. 39. Nos Jimitaremos 
aia cometrucción de las partes dela 
¿peo (2) y de a hipéroola (0) que 
están situadus en el primer cuadrante, 
"Tracemos dos cireunferencias concóntri 
as de radios s y b con contro on 
origen de coordenadas, Fracemos un 
Fayo derde el origen de coordenadas 
quo formo un angulo O, con ol cje z. 
Son Ty y N, dos pontes de interse- 

dedke rapo can las cient 

aladas (07, = 6, ON, — a), 
zamo sde, os puntos Ty YN, dos 
ii Fechas paralelas Jus ejes x 5, repot 
ishi iremos ol punto de 
Ele lO pere 
la elipse (2. Tracemos ahora el rayo OMe Sea NY el ful do 
intersección do esto rayo con la circunferencia de radio a, y sea $ el punto de 
intersección dle esto rayo con la recta paralela al cje y que pasa por el punto 
de la olipse A — (a, 0). La ecuación del rayo OP se puedo escribir así: 


necionte 


Do aquí se deduco que la ordenada del punto 2 es igual a Yo = 


ahora el punto £, M con el panto Ns 
gara MiB Na. que xo cortará com el 
lo 


s Unamos 


-s 


x Y AMES APT 
+23 (4-5 
© sea, el punto My pertenece a la hipérbola t), 
Señalemos que'el punto B, = (a8/z,, 0) es el punto de intersección de la 
tangento a la elipse en el punto W, con of oje z (véase la llamada on la pág. 130). 
Asi pues, a cada punto (z, y) de la elipse (2) Lo corresponde un punto com- 
pletamento detorminado (X, Y) do la hipérbola (4) y. recíprocamente. 
Ahora bien, si la elipse (2) viene dada en forma paramétrica, entonces 


zm acosó, y= b sen 0. 


Por lo tanto, 
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De nquí, toniondo on cuenta (0), obtenemos 


También son válidas las siguientes 3 
i SEE SET ai 
ubey EV A 


ETA 


eu=chu tsh E ttg 


a ey 8 8 
mtrs ortta 


P Er a e 


osa, 


2,2 
u—Intg (2). 
LA PARABOLA 
Y =2p2 (p>0). (8) 
Soñalemos en el eje z el punto F de abscisa z = p/2, donominado 


foco de la parábola (8), y tracemos la recta x = —p/2, denominada 
directriz de la parábola (8) (fig. 40). 


Pig. 40 
La parábola puode definirse también como el lugar geométrico 
de puntos A = (z, y) equidistantes dol foco y de Ja directriz. En 
efecto (vénso la fig. 40). 
2 
Ar (eE Hae, 
py 
ABa (1+4), 
y. por consiguiente, 
(rl 
—pz+y= pz, 


142 $ 24, Curvas de segundo orden 


o sea, 
y? = 2pz. 
Recíprocamente, de esta ecuación so deduce que los puntos que 
la satisfacen pertenecen al Ingar geométrico de puntos indicado. 
En la ecuación (8) se observa que la parábola es simétrica respecto 
del eje z. Su mitad superior tiene la ecuación 


y=V2pz (0<z<00), (0) 


la cual muestra que, cuando z recorre el somistervalo [0, 00) cre- 
ciendo, la ordenada y crece do O a oo. 
Señalemos un método sencillo para Ja construcción de la parábo- 
Ja (9) mediante la regla y ol cartabón o mediante la regla y el com- 
pás. Tracemos la recta z= —2p 
(fig. 41). Tomemos sobre esta recta 
un punto arbitrario X= (—2p, y). 
y > 0. Unamos este punto con el ori- 
gen de coordonadas mediante una 
Tecla y tracemos una recta que pase 
por ol origen de coordenadas y sea 
perpendicular a la recta OX. Tracemos 
ahora una recta por el punto K, para- 
Fig. 41 lola al eje z. Las dos últimas rectas 
se cortan en un punto M = (z, y) que 
pertenece a la parábola (0), ya que OA = y es Ja media geométrica 
de Jos números 2p y æ (y = V 2p2). 
Lu parábola no tiene asíntotas !). 
ÉL PAR DE RECTAS QUE SB CORTAN 


Aa — pur (ax — by) (az + by) =0 (0<a, b). (10) 


Si algún punto (z, y) satisface la ecuación (10). entonces satis- 
fuco wna de Jas ecuacion 


az—by=0, 
az+by=0 


o ambas. Recíprocamente, si un punto (z, y) satisface una de las 

ecuaciones (10°), entonces también satisface la ecuación (10). En . 

este sentido so dice que (10) es la ecuación de un par de rectas. 
Más adelante se demostrará quo existe un sistema rectangular 

de coordenadas tal que en el mismo, la curva (1), si no es imaginaria, 

tiene una de las ecuaciones mencionadas anteriormente 1) — 6). 
Más detalladamente: 


(10 


1) Véase el $ 4.20 del libro de Yu. S. Bugrov y S. M. Nikolski «Cálculo 
diforencial e integral», Editorial «Mir», 1984, o S. M. Nikolski «Curso de aná- 
lisis matemático», t. I, Ed. URMO, S.A., Bilbao, 1979. 
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si AC — B*> Ola curva (1) es una elipse, un punto (casos 1), 6)) 
o una curva imaginari 

si AC — B? < 0 la curva (1) es una hipérbola o un par de rectas 
(distintas) que se cortan (casos 2). 4)); 

si AC — B? = 0, la curva (1) es una parábola, un par de rectas 
paralelas o coincidentes o una curva imaginaria (casos 3), 5)). 

Nos permitimos bablar de «curvas» incluso en los casos 4), 5), 6), 
cuando se trata de un par de rectas o de un conjunto compuesto por 
un punto. 

Así pues, sea dada la ecuación 


Aa? + 2Bzy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F = 0, 10) 


donde los coeficientes A, B, C no son simultáneamente iguales 
a cero. 

Sin restringir generalidad se puede suponer que A > 0, A > C, 
B> 0. Siempre se puede conseguir esto mediante las transforma- 


ciones ortogonales 
™ } z=—$, } 
E) y=n 


y multiplicando ambos miembros de (1) por — 
Si B = 0, A > C > 0, entonces (1) se puede escribir en la forma 


TO) 


La traslación paralela 
E=a+ 2, taph $ 
trasforma la ecuación (14) del modo siguiente: 
ay 4. (11) 


si 442% —F>0, entonces, la ecuación (14') representa la 
ecuación de una elipse (caso 1)) con los semiejes a, b, siendo 


A e= (E+e)]e. 


Señalemos que en ol caso dado AC — B? = AC > 0. 

Si el segundo miembro de la ecuación (11”) es igual a cero, enton- 
ces obtenemos un punto (caso 6)). 

Si el segundo miembro de la ecuación (11”) es negativo, entonces 
resulta una curva imaginaria. 
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Si C=0, A >0, entonces (1) puede escribirse cn la forma 


A(2+ 7) +20 +P-E 


(12) 
Sea E0, entonces la traslación paralela 
D p D 
Ei MUA ZE TAE 
transforma la ecuación (12) en la ecuación 
AF + 2En = 0, az) 
que (después de la sustitución, si fuese necesario, de y por —1) 
representa la ecuación de una parábola (caso 3). 


Si E = 0, entonces, según cual sea ol signo de E — F, obtenemos 


un par do rectas paralelas o una curva imaginaria. Señalemos que 
aquí AC— B° ~ 0. 

Por otra parte, si C < 0, A >0, entonces la ecuación (3) puedo 
escribirse así: 


(13) 


cuyo análisis se realiza igual quo en el caso do la ecuación (11). 
La ecuación (13) representa una hipérbola o un par de rectas que 
se cortan (casos 2) y 4), Sofialoms que. en esto caso, AC — B = 
=4C<0, 

El caso A = 0, C < 0 se reduce a nna ecuación del tipo (12). 

En resumen, si B = O la ecuación (1) representa siempre uno 
de los casos particulares 1) — 6). 

Supongamos ahora que 2 > 0. A > C. Entonces, como ya sabe- 
mos, (véase el $ 23), existe una transformación ortogonal 

2=2 YM, } 


yenta 
Tp m es 
asy rtamra’ 
T IE 
eV -aymar 


que reduce la forma cuadrática 
AT +2Bzy + Cy? 


(14) 
donde 


a la forma canónica. 
Transformemos la ecuación (1) mediante (14): 
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MEHED Bm 0 A EE O, 5) 
Fl+c VIBRA, 

¿=p 14 +0 VIBFA=TP) 


Oa > da: dida = AC — B’). Escribamos la ecuación (15) en la forma 


MEH Am? AD DER (AE YD) A+ F=0. (15) 


La ecuación (15') es un caso particular de la ecuación (1) para 
B = 0, que ya hemos estudiado. 

Por lo tanto, podemos decir que, sil 

4) AC — B? = haha > 0, entonces la ecuación (1) representa una 
elipse, un punto o una curva imaginaría. En este caso se dice que 
la ecuación (1) pertenece al tipo elipti 

2) AC— B*= hy, < 0, ontonces la ocuación (1) represonta una 
hipérbola o un par de rectas que se cortan. En esto caso se dico 
que la ecuación (4) pertenece al tipo hiperbólico; 

3) AC — B? = Mhs = 0, ontonces la ecuación (1) representa una 
parábola, un par de rectas paralelas o una curva imaginaria, En 
este caso se dice que la ecuación (1) perteneco al tipo paral 

Ejemplo 1. Estudiar cl carácter de la curva 


2224 Tay+ 942242 /3y+F=0, 
donde F es un número real arbitrario, 
vē 
En el caso dado A = 2 >C =1., B = 17> 0, Aac- BE = 
=$ > 0. o sen, la ecuación perteneco al tipo clíptico. Es fácil cal- 
ol ejemplo del $ 23) que 


don 


a=Yi, n=h h=> n=. 
Por lo tanto, mediante la transformación ortogonal 
a=4 (V3). v=} +3 
la ecuación considerada se escribe en la forma 
Fr VIE E EREE F=0 


o bien, 


Hr V 3) + EF 
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Hagamos también una traslación paralela 
ut Y %, 
» =0q+2, 
entonces, tendremos: 


¿uste (16) 


si $- F> 0, entonces (16) será la ecuación do una olipse 
con los somiejes a, b, donde 
aè = 2 (16 — 5F)/25, b? = 2 (16 — 5F)/5. 
Si $ — F = 0, entonces la ecuación (16) representa un punto. 


Si $— F < 0, entonces la ecuación (16) representa una curva ima- 
ginaria. 


§ 25. Superficie de segundo orden 
en el espacio tridimensional 
La ecuación 
13 A 
A È Aza + 22, Aj + B=0, (1 


donde ay; = am, Aj, B son unas constantes dadas yz = (2,, Z, 24) 
es un punto variable en Rs, determina por lo general un conjunto 
de puntos en Rs, denominado superficie dé segundo orden. Si la ecua- 
ción (1) no so satisface para ningún punto real z = (Zi, Ze, 29), 
entoncos so dico que determina una superficie imaginaria, Estos 
casos no nos van a interesar. En algunos casos la ecuación (1) puedo 
determinar un par de planos distintos o coincidentes o un punto 
único. A tales conjuntos también los llamaremos superficies. 

Ho aquí los casos particulares más importantes de la ecuación (1): 

1) El elipsoide 


HR (a, b, 0>0. 
2) El hiperboloide de una hoja 


1 (a,b, c>. 
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3) El hiperboloide de dos hojas 
Fis (a, b,0>0. 
4) El paraboloide elíptico 
ze 
Fton (o > 
5) El paraboloide hiperbólico 
EE 
572% (p,2>0). 
6) El cono de segundo orden 
A GO (ad, 0>0) 
7) Un punto 
e+y+r=0, 


8) Los cilindros de segundo orden: 
el cilindro elíptico 


+ =i (,0>0, 


yr 


el cilindro hiperbólico 

Ea ” 1 

iiei (a, b>0), 
el cilindro parabólico 

Y =2p (p>0), 
un par de planos que se cortan 
es — by =0 (a, b> 0h 

un par de planos paralelos o coincidentes 

—-a24=0 (1>0), 

2=0, 


una recta 
Py =o 


Al considerar los casos particulares de la ecuación (1) so ha hecho 


Z= fp Y= Tp = Ty 


Se puede demostrar que para cada caso particular de la ecuación 
(4), si ésta no determina una superficie imaginaria, se puedo hallar 
un sistema rectangular de coordenadas en el que esta ecuación tione 
una de Jas ocho formas enunciadas anteriormente. Esto se deduce 


100 
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de la teoría general del $ 22. La propia transformación de la ecua- 
ción (1) se realiza del mismo modo que en el $ 24. La búsqueda delos 
valores propios A, Ay ha se reduce a la resolución de unnec ¡ación 
cúbica 

Señalemos otro método para la búsqueda de los valores y vectores 
propios, que realmente ya lo habíamos visto en el $ 23 on el caso 
bidimensional. Los valores propios %y, Az, Ay del operador autocon- 
jugado A y los vectores normalizados propios correspondientes 
ah, a°, aè (|a |= 1, AZ? = Ayw, J = 1, 2, 3) se puoden hallar 
del modo siguionte (véase más adelante la fundamentación). Se 
considera el determinante (041 = 411) 


an—À an ta 
DA= |A—AEl=| on an—à da 
an la 09h 


donde Æ es la matriz uni 
ecuación 


d. Hallamos las raícos A, Ap, Ay de la 
JA—AE|=0, (2) 


«denominada ecuación característica del operador A (D ()=0, j = 
= 1, 2, 3). Estos son los valores propios del operador A. Estos 
son reales, y pueden ser distintos, pero también pueden coincidir 
siendo entonces múltiplos. Por lo tanto, 


DM) = Ma — A) 02) 0 — 2. 


Después, para la raíz M se busca una solución no trivial x= 
= (Zis Ze, 2) del sistema homogéneo de ecuaciones: 


(A) + Orta + 
Oya + (077 24) tat } 8 
annit antat (033 —) 2320 
o son, de la ecuación correspondiente para el operador A — ME: 
(4 — ME) z = 0, 159) 


dondo E os la matriz unidad y £ = (Zi, Z} Z3)» 
vectores. 

Si A, es una raíz simple (o sea, que en este caso 
do As y åa), entonces el rango de la matriz del sistema 
“mento es igual a dos (rango (4 — AE) = 2), y se obtiene un 
ml (z, z, z$), que es único salvo el signo, y que satisfaco 
el sistoma EN o sea, 


= (0, 0, 0) son 


distinto 


(4 — hE) =0 
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o bien 
Az! = da. 

Sı A es una raíz de segundo orden (M =A, > As), entonces, 
la matriz del sistema (3) necesariamente es de rango uno 
(rango (A — 24) = 1). y el sistema tieno entonces dos soluciones 
ortonormalizadas a! y 2* (Ja |= |z" |= 1, (2%, 2) =0), que 
son dos vectores propios pertenecientes al valor propio Ay: 


Adena ( =1,2 1 = h). 


Finalmente, si % es una raíz de tercer ordon (m = Ay = A), 
entonces la matriz del sistema (3) necesariamente es de rango cero 
(rango (A — ME) = 0), y ol sistema tiene tres soluciones ortonorma- 
lizadas 2, 2%, 2% 

Azi = ha (j =1, 2.3, A= Ag = hg). 


‘Tres vectores ortonormales cualesquiera en R, pueden tomarse 
entonces como vectores propios a. z*, a? pertenecientes a los valores 
propios Ay == As = A. 

vamos la fundamentación de lo expuesto. Ya sabemos que 
en R, existe un sistoma do vectores ortonormalos x', 2%, a? y tres 
números roalos Ay. As, %a tales que 


Az =h (j= 1, 2, 3). 


Además, siempre se puede señalar una matriz ortogonal A tal 
(véase $ 22) que 


aoo 
AAO 7, 0 
0.0» 


Do aquí que, para la variable A se verifica la identidad 
AA 0 0 
SA 0 aa 0 | 
0 0 4-2 
(A (A — E) A~ = AAA — AREA ma AAA — AAA m 
AAA — AE). 


(4 


El determinante de la matriz A — AE lo hemos denotado anterior- 
mente por D ()). Este, como se observa en (4), es igual al determi- 
nante de la matriz que figura en el último miembro en (4), pues 
{a — A) (Ma — 0D = | A (4 —AE)At|=] 

= ANA AEI A= AAE |=D ()» 


150, $ 25. Superf. de segundo orden en espacio tridimensional 


Por lo tanto, 
D A) = Qa — A) a — À) 02. 


Resulta, pues, que las raíces del polinomio D (A) coinciden con 
los valoros "propios ñ, As, Às del operador A. Por consiguiente, estas 
raíces son reales. 

Sea M una raíz simple y, por consiguiente, Ay 7% Ay M 7% Ay 

caso, la matriz del segundo miembro en (4) para A = Ay 
es de rango 2 (rango A (4 — MÆ) A-t = 2); poro, entonces, rango 
a = 2. Hay que tener en cuenta quo las soluciones del 
sistema homogéneo (3) y Jas del sistema 


0-2 +0-5,40:33=0, ) 


En 


0-51 + (Ma — 24) 220-590, 
0021-40-22 +04) 230, 


(5) 


correspondiente a la matriz (4), se transforman unas en otras mediante 
una matriz ortogonal (los sistemas (3) y (5) son equivalentes). Ahora 
bien, el sistema (5) sólo tieno una solución normalizada, salvo el 
signo (+1, O, 0). Pero osto sólo es posible si rango (4 — ME) ==2, 

Se puede dar una explicación a esto. Si se supone que todos los 
determinantos de segundo orden engondrados por la matriz A ~- ME 
son igualos a coro, entonces, todos los determinantes de sogundo 
ordon engondrados por la matriz A (A — ME) A=* también serán 


iguales a coro, ya que estos determinantes son combinaciones linea- 
Jes do gundo ordon de la matriz A — ME. Pero 
esto es impos para un detorminante engendrado por la 
matriz A (A 


Por otra parto, si A, = A, As entonces, razonando de un 
modo similar, obtenemos que rango (4 — ME) =1, y, entonces 
existen exactamente dos soluciones ortonormales a*, 2* del siste- 
ma (3) correspondientes a A = Ay. 

Finalmente, si A, = A, == à So tieno, rango (A — E) = 0, 
o sea, que todos los'elomentos do la matriz A — A son iguales 
a cero. En este caso, cualquier vector 2 = (23, Za, 24) os solución 
dol sistema (3). Esto da lugar a que tres vectores arbitrarios, 2%, z* 
que formen un sistema ortonormal serán vectores propios pertene- 
cientes al valor propio ^, = ô, = Ay. 

Obsérvese que, on este caso, la forma cuadrática ya está rodu- 
cida a la ua de cuadrados (017 = 419 = ap, = Ô, G = Gn = 
= üy = M). 
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supro 4. Reducir la forma cuadrática. 
A+ at, + 222) + 2ta 


a la forma canónica. 


AQUÍ m = Laa = G 1, a = 0. 
Formemos la ecuación característica: © 7 
tae 4 
£ 9-4 1 len 
£ i — 


o bien, 
MN 2 2 (142% =0, — (1 — 2)? +3) =0, 
Fácilmente se observa que A = O es una raíz de esta ecuación. 
Hallomos las otras dos raíces: 
3—(1—A}=0, (13, 1-4=2V3, 1=14V 3, 
Así pues, 
A=14+V3, M4=0, i=1-V3, 


o sca, ha resultado que % > A; > A 
e pais el vector propio 2. Para ello, formamos el siste- 
ma (3) 


-V3n+ n+ z=0 
.-Vin+ 2=0 
a+ n—(14V32=0 


Dos ecuaciones cualesqy 
pendientes. Resolviendo 
ecuaciones, obtenemos 


A ya 143 ùy 


de este sistema son linealmente inde- 
sistema formado por las dos primeras 


Por lo tanto, el vector 


e(a 29 a, 2) 


es una solución del sistema y, normalizándolo, obtenemos el vector 

propio 
paa =( ya YA 1 ) 
Ii \2V34+y3' 21/3443" Va+v3 
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Busquemos ahora 2% (Az = 0): 

n+a+ n=0 

ntzat zn=0 

z, +z, +02, = 0. 
Resolviendo ol sistema formado por las dos ecuaciones últimas 
(pues ol determinante de los coeficientes de z, y zs es distinto do 


cero), obtenemos, 2, = —Z1, a = 0. 
El vector y? = (fis —z,. 0) os solución del sistema, y el vector 


ette 500) 


es un vector propio unitario. Fácilmente se comprueba que óste 
es ortogonal a 2* (el producto escalar de estos vectores es igual a cero). 
Finalmente, para %s = 1 — /3 hallamos el tercer vector propio 


z= Lam, 2 5) 
( Verays’ Vivi Very 
La matriz ortogonal de cambio de las coordenadas del vector 


æ= (£,, Za, z) en el sistema (i, j, k) a las coordenad: del vector 
z (En En Es) en el sistema (el, z*, °), tiono la forma 

ap ap aP 
aP aP aP 
2 a aP 


QAl=1, Ad ()=2l, A (j) = at, Al) = 2), 


A= 


o sea, 


ES © 
ES 


conserva la orientación (ya que | A | = 


a ai is ) 


14 VDE MV DE. 
Detengámonos ahora solamente en el estudio más detallado de 
las ecuaciones y de las superficies que éstas representan para los 
ocho tipos indicados anteriormente. 
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Ex gupsome 


HER 1 (a, 0>0) m 


Si a = b = c, el elipsoide (7) se convierte en una esfera de radio 
a con el centro on el origen de coordenadas, o sea, en el lugar geomé- 
trico de puntos cuyas distancias al 
origen de coordenadas son iguales a a 

Las magnitudes a, b, e se llaman 
semuejes del elipsoide. 

Si en la ecuación (7) sustituímos 

(simultáneamente o por separado) 
Z por —Z, y por —y, z por —=, enton- 
ces la ecuación no varía, lo que mues- 
tra que el elipsoide (7) es una supor- 
ficio simétrica respocto de los planos 
coordenados z =0,y=0,:=0 y Pig. 42 
respecto del origen de coordenadas. 
Por esto, es suficiente estudiar Ja ecuación dol elipsoide (7) en el 
primer octanto del sistema de coordenadas, o sen, para z> 0, 
y>0, z>0. La parte del elipsoide que está situada en el primer 
octanto se determina por la ecuación explícita, por ejemplo, 


VE 20 12 Fr pst 
Para precisar, vamos a suponer que a z> b > c. 

El elipsoide es una superficie limitada. ls ituado en el interior 
de una bola de radio a con el centro el origen de coordenadas, 


ya que para las coordenadas de cualquior punto del elipsoide (x. y, 2) 
Se verifica la desigualdad 


Piper (EP) me 


Para toner una idea más exacta del elipsoide, considoremos las 
secciones de éste por planos paralelos a los planos coordenados. 
Por ejemplo, cortando el elipsoide por los planosz = A (=c < b < c) 
obtenemos en las secciones las elipses 


A a 
Ho 


a E 
«YE, yt. 

Vemos que la elipse más grande so obtiene en la sección del olip- 
soido por el plano z = 0. Lo mismo ocurre en la sección por los planos 
z=h(<h<a), y=h(-b<h<0). 

El elipsoide (1) diene la forma representada en la fig. 42. 
40002 


de somiejos 


154 $ 25. Superf. de segundo orden en espacio tridimensional 


Los puntos (+a, 0, 0), (0 +b, 0), (0. O, +c) están situados 
en el elipsoide (7) y se llaman vértices. 

Si algún par de semiejes son igualos entre sí, entonces (7) es un 
elipsoide de revolución, o sea, se obtiene por la rotación de la elipse 
en torno del eje coordenado correspondiente. 

EL IIPERDOLOIDE DE UNA HOJA 


Hom (a b, 0>0) (8) 


Observando la ecuación (8) sacamos la conclusión de que el hiper- 
boloide de una hoja es una superficie simétrica respecto de los planos 
coordenados y respecto del origen de coordenadas. Los números a, b, c 
so iaman semiejes del hiperboloide de una hoja. Los puntos (£a, O, 0), 
(0, +b, 0), situados en la superficie (8), se llaman vértices del hiper- 
boloide de una hoja. 

Hagamos una sección de la superficie (8) por el plano z = h, 
ontonces. en Ja sección obtendremos vna elipse 


Pros 
con los semiejes 
VE y 


Al variar h desde —co hasta +00 esta elipse forma la superficie (8). 
Si ahora hacemos una sección de la superficie (8) por el plano 
z= h (o y = h), obtenemos en la sección la hipérbola 


E (o 


Si h = +a, la primera hipérbola se descompone en dos rectas y = 
mido 

Si |h|<a, entonces, el eje real de simetría de la hipérbola 
correspondiente es una recta paralela al ejo Oy, y si |k |> a, es 
uba recta paralela al eje Oz. 

Se llama eje real de simetría de la hipérbola al eje de simetría que 
se corta por la hipérbola. 

Si a = b, entonces, en la sección de la superficie (8) por el plano 
2=h resulta una circunferencia de radio a V 1} (4763). En este caso, 
la superficie (8) se forma por la rotación de la hipérbola F- 5- 1 
en torno del eje Oz. La forma general del hiperboloide de una hoja 
está representada en la fig. 43. 


$ 25, Superi. de segundo orden en espacio tridimensional 455 


EL HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS 


Z-LL=1 (,b,0>0 (0) 


Como la ecuación (9) sólo contiene cuadrados de las variables, 
la superficie en cuestión es simétrica respecto de los planos z = 0, 
y=0,2=0 y respecto del origen de coordenadas. 


Fig. 44 


Escribamos también la ecuación (9) en la forma 
Prie- 0) 


De aquí queda claro que cortando la suporficie (9) por ol plano z = 
= h (1h | >a). resulta en la intersección una elipso 


Ar 
con los semiejes 
VEA, eV WA. 


Si |h |< a, entonces (h?/a®) — 1< 0, por lo cual, no hay puntos 
de intersección de la superficie (9) con el plano z= h. 
En la sección de la superficie (9) por el plano z = h (o y = h), 
obtenemos la hipérbola 
Ed Pi r Ed 2 Ll 
Fo (PF=4) 


Los puntos (ka, O, 0) están situados en la superficie (9) y se 
llaman vértices del hiperboloide de dos hojas. La superficie viene 
representada en la fig. 44. 
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EL PARABOLOIDE ELIPTICO 
s 
Epia (p, q9>0). (10) 


Como en (10) figuran los cuadrados de las variables z e y, la super- 
o dada es simétrica respecto de los planos coordenados z = 0, 
y = 0. Por otra parte, como se considera que p, q > 0, la superfi- 
cio (10) está situada en el somiespacio z > 0. 

Cortando la superficie (10) por los planos z =% (h > 0), obten- 
dromos en las secciones elipses 


sr 
FF 
de somiojes 
V2ph, V 2h. 


Al ja h desde cero hasta co las elipses dadas forman la superfi= 
cie (10). 

'ortando la superficie (10) por los planos z = } (o y = h), obte- 
nomos en las secciones parábolas 


pan(o45) (2i) 


con los vérticos desplazados en los puntos con las -coordonadas 
7 =g) 

Si p =q, la superficie (10) resulta una superficie de revolu- 
ción, que so obtiene por la rotación de la parábola z* == 2pz, en torno 
del oje Oz. En este caso, la superficie (10) se Mama paraboloide de 
revolución. 

El punto (0, O, O) está situado en la superficie (10) y so Hama 
vértice del paraboloide elíptico. El paraboloide elíptico está represen- 
tado en Ja fig. 45. 

EL PARABOLOIDE HIPERBÓLICO 


=27 (p, 9>0). (11) 


A base de la ecuación (11) sacamos la conclusión de que la super- 
ficio dada es simétrica respecto de los planos coordenados z = 0, 
y = 0. Cortando la superficie (11) por los planos z = h, obtendremos 
en las secciones las hipérbolas 

LE 2 
r 
adomás, para » > Oel eje real de simetría de cada hipérbola es para- 
Jelo al eje Oz y para h < Oes paralelo al eje Oy. Para h = 0, en la 
sección rosultan dos rectas que se cortan. 
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En las secciones de la superficie (14) por los planos z = h o y = A 
obtenemos parábolas, cuyas ramas están dirigidas hacia abajo o hacia 
arriba, respectivamente: 


EL CONO DE SEGUNDO ORDEN 
pop 


O (a, b,c>0). (12) 


Está claro que esta suporficio es simétrica respecto de los planos 
coordenados z = 0, y = 0, z = 0 y respecto del origen de coor- 
denadas. 

En las secciones de la superficie (12) por los planos z = h, se 
obtienen elipses 

2 » 
Hr 
de semiojes a |h |e, b |h Ve. 

En las secciones de la superficie (12) por los planos z = h o y = h, 

rosultan hipórbolas 


P A E 
r-re (e +). 


Si ahora hacemos cortes de la superficie (12) por los planos 
y = hz, entonces, en las secciones obtenemos pares de rectas que so 
cortan 


£ ery JF A). 
La forma del cono viene representada en la fig. 47. 
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EL PUNTO 
Pp 13) 
A la ecuación (13) sólo la satisface el punto z = y = z = 0. 
Los CILINDROS DE SEGUNDO ORDEN 
a) EL CILINDRO ELIPTICO 
+ E=1 (0,9>0. an 


La ecuación (14) no contiene la variable z. En el plano 20y 
la ecuación (14) determina una con los semiejes a y b. Si 
ol punto (z, y) está situado en esta elipse, entonces, para cualquier z 


Pig. 47 Fig. 48 


el punto (2, Y, 2) ostá situado en la superficie (14). El conjunto 
de tales puntos es la superficio engendrada por una recta paralela 
al eje Os y que corta a la elipse 

sr 

trpel 


en el plano 20y. 

La olipse (14) se lama directriz de la superficie dada y todas 
las rectas en movimiento que engendran la superficie, se llaman 
generatrices. 

En general, una superficie engendrada por una recto que per- 
manoce paralela a una dirección dada y que corta a una curva dada L, 


se lama b cie cilíndrica. La superficie (14) está representada 
on la fig. 48. 
b) Los CILINDROS HIPERBOLICO Y PARABOLICO. 
Hat (0,0>0 as) 


y=2pr (p>0) (16) 
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En estos casos. las directrices do las superficies son una hipér- 
bola y una parábola. y los goneratricos son rectas paralelas al ojo 
Os y que pasan por la hipérbola o por la parábola en el plano 204. 
Las superficies (15) y (16) están representadas en las figs. 49 y 50. 


Fig. 49 Fig. 50 
€) PLANOS PARALELOS Y PLANOS QUE SE CORTAN. Recta 

dt =O (a, b>), (17) 

*—-a=0 (0>0, (18) 

2=0, (19) 

P4 yO, (20) 


Para la superficie (17) las directrices son las rectas 
tjt 
Por tanto, la superficie (17) es un par de planos que se cortan. 

En ninguna do las ecuaciones do las superficies (18) y (19) figuran 
dos coordonadas. La ecuación (18) representa en cl plano 30y un 
par de rectas z = +a. 
omando z = +a y cualesquiera y. z, los puntos (+a, Y, 2) 
satisfacen la ecuación (18); por lo tanto, (18) representa un par de 
rectas paralelas, 

La ecuación (49) representa el plano z0y, ya que satisfacen esta 
ecuación todos los puntos de la forma (z, y. 0) y todo el conjunto de 
tales puntos forma el plano z0y. 

También se puede considerar z = 0 como la directriz de cual- 
quiera de los planos z0z ó yOz, y las generatricos son las rectas 
paralolas al eje Oy o al eje Oz y que pasan por la recta z = 0 en el 
plano 202 ó yOz. 

A la ecuación (20) la satisface cualquier punto con z = y = 0 
y 2 arbitrario. Por lo tanto, (20) representa una recta ; precisamente 
el oje Oz. 

SUPERFICIES REGLADAS 

Algunas superficies de segundo orden están formadas por una 
secta en movimiento. Tales son todas las superficies cilíndricas 
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y el cono de segundo orden. Pero también hay otras superficies que 
se forman por el movimiento de una recta. 

La superficie que se forma por una recta en movimiento, se llama 
suporficie reglada, y las rectas que están situadas totalmente sobre 
la superficic, so aman generatrices rectilíneas. 

El hiperboloide de una hoja y el paraboloide híperbólico son 
superficies rogladas. 

La ecuación (8) del hiperboloide de una hoja puedo escribirse en 
la forma 


A 
Gi Y 


o bion, descomponiendo ambos miembros en factoros, así: 
MT E 
(HA RS) (144) (1-4). an 
ma de ecuaciones de primer grado 
Ea q 
+ (14). ) 
1 y 
=F (1-7). 
dondo k es un parámotro arbitrario. 
Para un valor determinado dol parámetro k resulta una recta, 
y para k variable so obtiene una familia de rectas, Multiplicando 
miembro a miembro las ec jones (22). se obtiene la ecuación (21) 
de Ja superficie en cuestión. Por lo tanto, cualquier punto (z, Y. 2) 
que satisfaga el sistema ) estará situado en la suporficie (21). 
Por AN cada una de las rectas de la 
familia (22) está situada completamente en la 


superficie del hiperboloido de una hoja. 
De un modo similar, el sistema 


+), 
rol q 


donde les un parámetro, también determina 

una familia de rectas distinta de la familia (22) 
y que pertenece a la superficie (24). 

Por cada punto del hiperboloide (21) pasa 

Fig. 54 una sola recta de cada una de las familias y, 

por lo general, correspondientes a distintos 

valores de los parámetros k y 1 (fig. 51). Por ejemplo, por el punto 


WM. VE b, e) de la superficie (24) pasa una recta de la fami- 


Consideromos el 


(22) 


z 


$ 25. Teoría gen. de superi. de segundo de orden 101 


lia (22) para k = (2 + V0)/0 + V2) y una recta de la familia (23) 
Para 2+V01 — V3). 

Señalemos que los hiperboloides de una hoja encontraron aplica- 
ción en las técnicas de la construcción. La construcción do distintas 
torres altas mediante la aplicación de las generatrices rectilíneas 
del hiperboloide de una hoja permite conjugar la gran resistencia 
de la construcción con Ja sencillez de su edificación. La idoa de 
emplear el hiperboloido de una hoja en la construcción pertenece: 
a nuestro compatriota, el ingeniero V. G. Shújow (1853-1939). 
La torre de televisión situada en la callo Shabolovka de la ciudad 
de Moscú ha sido construida según el proyecto do Shújov; ésta consta 
de varias secciones de híperboloidos de wna hoja de revolución. 

Fácilmente se comprueba que las dos familias do rectas 


+ 2h. 


(24) 


E 
F’ 


(25) 


-L-2% 
VE vt 


forman la superficie del paraboide hiperbólico (11). 

Las roctas correspondientes a las familias (24) y (25) están situ 
das en esta superficie y, recíprocamento, cualquier punto de esta 
superficio es la intersección de alguna recta de la familia (24) con 
alguna recta de la familia (25). 


$ 26, Teoría general de la superficie 
de segundo orden en el espacio 
tridimensional 


Sea dada una superficie de segundo orden 
aa E 
Y X aunt? Y A+ 8=0, 1; 
d Aant a Ant (1 
donde ap; = am, An B son unas constantes, los coeficientes de la 
ecuación. 
En el $ 25 se mencionaron ocho tipos 1) — 8) (casos particulares) 
de Ja ecuación (1) y se señaló la posibilidad de demostrar que, para 
cada una de las ecuaciones (1), siempre que no determine una super- 
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ficie imaginaria, se puede hallar un sistema rectangular de coorde- 
nadas en el que la ecuación tenga Ja forma de uno de los tipos indi- 
cad 

A continuación hacemos la demostración de esta proposición, 

Empezamos por considerar la forma cuadrática que figura en el 
primer miembro de la ecuación (1). 

En virtud del teorema 2 $ 22, mediante wna transformación 
ortogonal adecuada 


a 
n=) bz ((=1,2, 3) (0) 


esta forma se puedo reducir a la forma: 
i 
Y Y aninha hag -HAt 


A 


dondo ?,, Ay, A, son unos números reales determinados. 
Subrayemos que las fórmulas (2) determinan una transformación 


tenía las coor 

coordenadas (2; 
Evidente: 

en cuestión tiene Ja ecuación 


a 
Arpt Arp thari 2 X, Aidi+B=0, 6) 


donde A; son unas constantes. 

Consideremos primero el caso en que los tres números Ay, As, Ay 
son distintos do cero (40, 1,2. 3). 

En oste caso, hacemos una traslación dol sistema de coordenadas 
zi, z z; de tal modo que el origen se traslado al punto (4. ay, 
entorices obtendremos un segundo sistema rectangular de coordena- 
das (Ey En Es). donde 


=a + (=4,2,3). 


En este sistema la ecuación de la superficie en cuestión tieno 
la forma 


a 
h(a HE+ dela HEHA tE 2 Y Aila HE) +80 


o bien 


s 


Ai) +B, 


MEMEHA a 
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donde B, es una constante. Haciendo 
4 
a=->, (=1,2.3), 
esta ecuación se simplifica: 
AE + ME + Ej => —Br- (0) 
Supongamos que los números Ay Ap, Ag son del mismo signo. 
Si. en este caso, B, = O. entonces, a la ecuación (4) la satisface 
un punto único, el punto nulo (0, O, 0) (véase 7) $ 25). 

i B, #0 y tiene el mismo signo que los números %, As, As, 
entonces, evidontemente, no hay puntos con coordenadas reales que 
KE a E la ecuación (4). En este caso, la superficie (1) os imaginaria, 

Si B, = 0, pero tiene el signo contrario al de los números %,, Ap, 
Ay, entonces la ecuación (4) puede escribirso en la forma 


AA o 
3 da 


o bien, haciendo 
ah, Pe 


en la forma 
Hen (a, b 0>0). 


Por lo tanto, la superficie (1) es un elipsoide (vénso 1) $ 25). 

Supongamos ahora que dos de los números %,. Ag, Aa tienen un 
signo. mientras que el tercero tiene el signo contrario. 

SÍ, en esto caso, B, = 0, entonces se puedo considerar que on 
la ecuación (4). A, >Ù, As >0, s< 0, pues, si fuese nocesacio 
multiplicariamos (4) por —1 y permutaríamos los E/.. Entonces, 
haciendo 


hedo heis ho (a b, e> 
obtenemos la ecuación del cono (véase 6) $ 25) 

3 
Bid o. 


Si B, 4 0, aplicamos de nuevo la fórmula (5). Seleccionemos dos 
casos esencialmente distintos: 


4+8 H i (rtperboloide de una hoja 2) del $ 25), y 
Hi 4-4 (nipertoloide de dos hojas 3) del $ 25). 
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Los demás casos se reducen a éstos mediante un cambio respec- 
tivo de las coordenadas Ẹr. 

Supongamos ahora que A = 22%, = 0. Entonces, al menos uno 
de los números A, Ay, Ay es igual a cero. Consideraremos quo à, = 0, 
permutando si fueso necesario los Ej. 

Así pues, supongamos que Aa 'xaminemos primero el caso 
on que A, = 0. Entonces, la ecuación (3) tiene la forma 

Map + ao + 2 (Ax + Aja) +B 
donde los números Ay, n Aj, Az, B son arbitrarios. 

En ol plano (z;, zi) ésta es la ccuación general de una curva de 
segundo ordon. En el espacio (21, Ts, z) es la ecuación de una super- 
ficie cilíndrica que pasa por la curva plana de segundo orden con gono- 
Talriz paralela al ejo z; (véase 8) $ 25). 

A continuación siempre vamos a suponer que A; y 0 y As = 0, 
y entonces la ecuación (3) tiene la forma 


Mal + 24:27) + (az? + 24:23) + 244 B=0. (3) 

Son esencialmente distintos los casos siguientes: a) M, Ar > 05 

b) M >O, As < O; c) A >O, A= 0. Los otros casos reducen 

a éstos mediante un cambio de coordenadas o multiplicando por —1. 

Consideremos ol caso a) A, As > 0. Saquemos fuera de paréntesis 

los factores A y As y completomos cuadrados en las expresiones entro 

paréntesis. Entonces, teniendo en cuenta que À, As, Axson distintos 
de cero, obtenemos: 

h (2 Ha) H Aa (a + PP H 2 

donde æ, P, y son ciertos números. Haciendo 


gerta 9>=q+p tezy 


obtenemos 


o bien 
(6) 


Si — 


¿> 0, entonces la ecuación (6) tiene la forma 
Ey (p, > M 


(paraboloide elíptico 4) del $ 25) 
Si —A; > 0, entonces, sustituyendo £ por —£, de nuevo obtene- 
mos una ecuación de la forma (/), o sea, un paraboloide elíptico. 
Examinemos ahora el caso b) A, > 0, Ag < O (A; # 0). Consi- 
deremos la ecuación (8). Si 4; < O, entonces esta ecuación se escribe 
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en la forma 


E-L=2 (p,9>0, © 
(paraboloide hiperbólico 5) del $ 25). 
Si A; > 0, entonces, después de permutar E y y, de nuevo obte- 
nemos una ecuación de la forma (8), o sea, un paraboloide hiperbólico, 
Consideremos ahora el caso c) 41 >0, A, = O (435% 0). Enton 
cos, la couación (3') se reduce a la siguiente: 
Qui +24j2)+2(4j77 +A) 4 B=0. 

Sacando fuera del primer paréntesis ?, y completando el cuadrado 
en el mismo (teniendo en cuenta que A, Á, 0), obtenemos: 
(a tat 2A;r + 2A; (254p) =0, 
donde a, $ son ciertos números. Después de hacer la sustitución 
Eta, ne [4 

esta ecuación so reduce a la siguiente: 
AE +2(4ín + 450) =0 (9 


Consideremos on el plano (n, £) el vector œ = (A¿, Aj). Escribá- 
moslo en la forma 


(Az, 4%) = p (cos a, sen a), 


donde p > 0 esla longitud de æ, y (cos a, son a) es el vector unitario 
que leva la dirección de œ. El vector (sen æ, —cos a) también 
os unitario y es perpendicular al primero. 

Consideremos en el plano (n. £) la transformación ortogonal 


u=ycosa+Lsona, v= y sen æ — $ cos æ. 


Esta transformación cambi 
(m, 5) por el sistema rectas 
rectangular de coord 
rectangular de cordon: 
que puede escribirse así 


jl sistoma rectangular de coordenadas 
r de coordenadas (u, v), y el sistema 
das (E, n, E) se sustituye por el sistema 
jas (E, u, v). Como resultado, la ecuación (9), 


ME + 2p (n cos a + Esena) = 0, 
toma la forma siguiente: 
ME + 2pu = 0, 
o bien, cambiando u por —u, 
E = 2pu (p= ph >0), 
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o bien, finalmente, permutando E y w, 
u= (p>0. 


o sea, hemos obtenido la ecuación de un cilindro parabólico (on las 
coordenadas rectangulares (E, u, v)). 

Quedan estudiados todos los casos que pueden presentarse para 
la ecuación (1), y en cada uno de ellos hemos hallado el sistema 
rectangular de coordenadas en el que la ecuación (1) toma do las for- 
mas 1) —8) $ 

La proposición queda demostrada 
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Este es el primer libro de la serie 
“Matemáticas superiores”, compuesta de 
tres volúmenes: “Elementos de álgebra 
lineal y de geometría analítica", “Cáleu- 
lo diferencial e integral” y “Ecuaciones 
diferenciales. Integralos múltiplos, So- 
zies. Funcionos de variablo compleja" 
En el presente volumen so desarro- 
llan las cuestiones fundamentales de 1 
teoría de los determinantes, do la teoría 
de los sistemas de ecuaciones lineales, 
del álgebra voctorial. También se exa- 
minan los partes más importantes del 
álgebra lineal: operadores — lineales; 
transformaciones ortogonales; oporado- 
res autoconjugados; la forma cuadrática 

y su reducción a la formo canónica. 

So incluyen do In geometria analiti- 
ca: la linea recta; el plano; la rocta wn 
ol espacio; curvas y superficies de se- 
gundo order 

Por lo general, los razonamj 


Las formas canónicos de curvas y 
superficies de segundo orden so desa- 
rollan on este libro en forma muy bro- 
vo, debido a quo se supone que las mis- 
mas se estudiarán complomentariaraento 
on forma de ojorcieios como métodos 
del análisis matemático. 

La forma cuadrática se estudia como 
métodos del análisis matemático o del 
jálisis funcional. 

n este volumen se exponen todon 
los temas que conforman el programa 
respectivo para Jos instítutos de en- 
scñanza técnica superior, 


